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1. Espacios Euclideos: producto escalar, normas, dis-
tancia y angulos

Salvo que se diga lo contrario, a lo largo de este capitulo trabajaremos con espacios
vectoriales reales de dimension finita.

Definicion 1.1. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo R, de dimensién n. Un producto
escalar sobre V' es una forma bilineal simétrica definida positiva.

< > VXV — R

u,v — <u,v >

Corolario 1.1. Sea < -,- >: V. x V. — R un producto escalar. Entonces wverifica las
siguientes propiedades:

» <wu,v>=<v,u> VYu,v €V (simetria)
 <u,av+fw >=a<u,v>+F<u,w> Yuv,weV y Va,0 €R (bilinealidad)
w <u,u>>0 Yu£0€eV (def positiva)

B Ejemplo 1.1. La forma bilineal

<> ‘R?2xR? — R
< (w1, 22), (Y1,Y2) >— T1y1 + T2y

verifica que es simétrica
< (w1,12), (y1,92) >= T1y1 + Tay =< (Y1, ¥2), (71, T2) >
y definida positiva
< (21, 29), (21, 72) >= a7+ 25 >0 V(21,22) # (0,0)
por tanto, es un producto escalar sobre R2.

B Ejemplo 1.2. La forma bilineal

<> :C(ab])xC([ab])— R
< fg>— Y f(2) gl) da

verifica que es simétrica
b
<fg>= [ fe)gle)dn =< .1 >

y definida positiva
b
<f,f>:/ fA(x)de >0V f#0

por tanto, es un producto escalar sobre C([a, b]).
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B Ejercicio 1.1. Sean a,b,c € R con a > 0y ac > b?. Se define:

(z,9), (u,0)) = (z y) - (Z i) _ (z)

Probar que (-,-) es un producto escalar en R?.

B Ejercicio 1.2. En el espacio vectorial My(R) de las matrices 2 x 2, se considera la siguiente
aplicacion:
<+ ->0 My(R) x My(R) — R
<AB> — < A, B >=traza(A'- B)

Comprobar que la aplicacién anterior define un producto escalar en Ms(R)

Definicion 1.2. Un espacio vectorial euclideo sobre R es un par (V, < -,- >) donde V' es un
R—espacio vectorial y < -,- >: V x V — R es un producto escalar.

B Ejemplo 1.3. El par (R3 < -,- > donde < -,- >: R® — R una forma bilineal cuya
matriz en la base candnica es

2 -1 0
A=1|-1 2 -1
0 -1 2

es un espacio euclideo.

B Ejercicio 1.3. Consideremos el espacio euclideo (R3, <, >) donde <, > denota el producto
escalar usual de R3. Sea T : R® — R3 la aplicacién lineal que tiene por matriz asociada en
la base candnica B, la matriz:

a,b,c e R

Q=
SN
w o O

Sea F': R® x R?® — R definida por F(u,v) =< u,T(v) > Determina los valores de a, b, c
para que F sea un producto escalar en R?

Definicion 1.3. Sea (V, < -,- >) un espacio vectorial euclideo, se define la norma de v € V

como
lv]| = +v<v,v>.

B Ejemplo 1.4. Consideramos en R el producto escalar < z,y >= zy. En este espacio

euclideo tenemos que
|z|]| = V< x, 2 > = Va? = |z|.

B Ejemplo 1.5. Sea (R% < -, - >) con < (x1,Z2), (Y1, y2) >= x1y1 + T2y». Entonces

|zl = V< z,2 > = /22 + 23
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B Ejemplo 1.6. Sea (C([a,b]),<-,->) con < f,g >= f f(z) g(z) dz. Entonces

||f||—\/<fr-r>—\/ f"’

Proposicion 1.1. Propiedades de la norma

1- o] >0 YveV

- [[Af[ = (Al o] YveV

4.- Desigualdad de Cauchy-Schwartz.-

| <v,w>|<|w|-|v|] Vv,weV

5.- Desigualdad Triangular.-

[o +wll < Jlwll + ol Vo,w eV

Demostracion. Como 0 < < v+ aw, v+ aw > tenemos entonces que la ecuacién de segundo
grado en «

< pla) = v+ aw,v + aw >= *||w||® + 2a < v,w > +|[v]|* >0
y por tanto, el polinomio tiene una raiz o ninguna, es decir,
4 <v,w > —4||?|lw|* <0
[ |

Definicion 1.4. Sea (V, < -,- >) un espacio vectorial euclideo. Un vector v € V' es unitario
si |lv]| = 1.

Definicion 1.5. Sea (V, < -,- >) un espacio vectorial euclideo. Definimos la distancia entre
dos vectores u,v € V' como

d :VxV— R

U,v — d(u,v) = ||u— v

B Ejemplo 1.7. Consideramos en R el producto escalar < z,y >= xy. En este espacio
euclideo tenemos que

dz,y) =z —yl=vV<r-yr—y>=(—-y? =z -yl

Péagina 4



Espacios Vectoriales Euclideos Dep. Mat. Aplicada
E.T.S.I. de Montes

B Ejemplo 1.8. Sea (R < -, - >) con < (x1,Z2), (Y1, y2) >= x1y1 + T2y. Entonces
d((w1,22), (y1,92)) = [[(z1 — y1, 22 — ya)[| =
= \/< (1 — Y1, 22 — y2), (1 — Y1, %2 — o) > = \/(xl —11)? + (x2 — y2)?
B Ejemplo 1.9. Sea (C([a,b]),<-,->) con < f,g >= f: f(z) g(x) dz. Entonces

b
d(f,g)zHf—g||=\/<f—g,f—g>=\// (f —g)?dx

B Ejercicio 1.4. En el espacio vectorial Ms(R) de las matrices 2 x 2, se considera la siguiente
aplicacién:
<> My(R) x My(R) — R
<A,B> — < A,B>=traza(A"- B)

Calcular la distancia definida por este producto escalar en Ms(R)
Proposicién 1.2. Propiedades de la distancia

» d(u,v) =0 <= u=v

» d(u,v) >0 VYu,veV
» d(u,v) =d(v,u) YuveV
w d(u,v)

u,v) < d(u,w) + d(w,v) Vu,v,w eV

Definicion 1.6. De la desigualdad de Cauchy-Schwartz si sigue
< >

—1§&§1 Yu,vel.

[l - [[v]]

Definimos asi el angulo que forman dos vectores distinto de cero u,v € V' como

— <u,v >

(u,v) = arc cos € [0, 7].

[l - [J]]

B Ejemplo 1.10. Sea (R? < -,- >) con u = (0,1),v = (1,1) Entonces

lull - vl V2 oA

B Ejemplo 1.11. Sea (C ([-m,7]),<-,->) con < f,g >= [T _f(z)g(z)dz. Sean u = cosx
y v = senx entonces

i d
m oo [T _cosx senzdx T
9 - ™ s -
J7 cosx [ senxdr 2

observar que

— <u,v>
cos (u,v) = ————

—_—
<u,v>=|ul - ||v] - cos (u,v)

[l - [l
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2. Ortogonalidad. Bases ortonormales. Gram-Schmidt.

Definicion 2.1. Sea (V, < -,- >) un espacio vectorial euclideo. Dados u,v € V' diremos que
son ortogonales , u 1 v, si <wu,v >=0.

B Ejemplo 2.1. a)Teorema de Pitagoras

)1 + lyl* = ll= + y®

b)En el espacio Ry[z] de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 2,
con el producto escalar (comprobar):

<>t Rolx] X Relz] — R
(p,q) = <pg>= [ p(x)g(z)(1 — 2?)dx

tenemos que los vectores p(x) = 2 y ¢(x) = x son ortogonales

1 1
<p,q>:/ 2x(1—x2)dazz/ (22 —22°)dxr =0

1 -1

Definicion 2.2. Sean {vy,--- ,v.} C V, diremos que {vy,--- ,v,} es un sistema ortogonal si
< v;,v; >= 0 para todo ¢ # j, es decir, si v; L v; para todo @ # j.

Definicion 2.3. Diremos que {vy, - - - , v, } es un sistema ortonormal si es ortogonal y ademas
|vs|| = 1 para todo i € {1,--- ,r}.

B Ejemplo 2.2. a) Sea (R3, < -,- >) con < (1, %9, 73), (Y1, Y2, Y3) >= T1y1 + TolYa + T3Y3.
entonces la base canénica de R? es un sistema ortonormal.

b) En R* con el producto escalar usual se tiene que {(1,2,0,0),(0,0,v/2,0),(0,0,0,3)}
es un sistema ortogonal pero no ortonormal.

Proposicion 2.1. Todo sistema ortogonal de vectores no nulos es un sistema linealmente
independiente. En particular todo sistema ortonormal de vectores no nulos es linealmente
independiente

Demostracion. Sea S = {vy,...,vs} un sistema ortogonal de vectores no nulos y sean o; € R
tales que

avy+ o+ oy =0 =
<o+t agus, v >=wgljy] =0Vi=1,... s =
ai:OVizl,...,s

Definicion 2.4. Diremos que una base B de V' es una base ortonormal si es base y ademas
un sistema ortonormal.
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Teorema 2.1. (Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt)
Sean {v1,--+ ,v,} C V un sistema linealmente independiente. Entonces existe un sistema
ortogonal {wy,--- ,w,.} CV tal que

L({Uh e ,U,}) - L({wh e ,U}T})
Demostracion. Induccién sobre 7.
m Sir =1 es trivial.

= Sir = 2 entonces tomamos w; = vy y wy = U5 + qw; cOmMo queremos que w; L ws se
sigue, puesto que vy # 0, que

< wi, Vg >
0=< Wy, Wy >=< Wi,V + QW] > — O = —W
w1y

= Supongamos que es cierto para r = k.

» Si 7 = k+ 1, por hipétesis de induccién podemos elegir {wq,--- ,w;} tales que sean
ortogonales y L({vy, -+ ,vr}) = L({ws, -+ ,wi}). Si tomamos ahora wy; = vg1 +
1wy + - - -+ opwy con

< W;, Va1 > .
ai:—“—k; Vi=1, -,k
[[will
entonces {wy, - -+ , Wy} es un sistema ortogonal con L({vy, -+ ,vg11}) = L({w1, -+, wis1})

como queriamos.

Teorema 2.2. Todo espacio vectorial euclideo tiene bases ortonormales.

B Ejemplo 2.3. a) En el espacio Ry[z] de los polinomios con coeficientes reales de grado
menor o igual que 2, consideramos el producto escalar:

<> Rofz] X Ryfx] — R

(p,q) = <pg>= [ p(@)g(z)(1 - 2?)dx

vamos a calcular una base ortonormal, para este producto escalar, en Ry[x]. Para ello
tomamos la base B = {1,x, 2} y le aplicamos Gram-schimdt para obtener una base
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ortogonal

w1:v1:1

Wo =Vy +aw; y w L wy = < wi,wy >=< wi,vy +aw; >=0

g St >
[Jws [[?
1 2
<l,z> (1l —x°)dx
1] o1 —a?)da
o __<w1,v3> __< 1,&32>
w3 = U3 + a1wy + agwy T w2 T 1R
< ws,w; >=0 —
< ws,wy >=10 < W2, V3 > <.T},£L’2>
¥z == 2 2
[[wal [z
( f_ll 22(1 — 2?) dz %1 1
0[1:— 1 :—T:—
—x?)dx =
Jo(L=2?)d 8 1
— 3 = w3 =2"+ =
f .z 31 — 2?) dx 8
Qg = — =0
\ f_1x2 1 —2x?)dx

obtenemos asi que B = {1, z,2? + %} es una base ortogonal de Ry[z].. Como

e =< 115 [ ametar=t = =T 2
-1 3 3 V3

1
||wg||2 =<xz,x>= / x2(1 — x2)dx = |Jws|| =

42
1 15 V15

1 1 ! 1 1 1
2 2 2 2 2

obtenemos asi que B = {\é@ z,/102% + @} es una base ortonormal de Ry[x]..

b) Sea f: R3> x R* — R un producto escalar cuya matriz en la base candnica es
A=1-1 2 -1

y sea S C R? el subespacio generado por {(1,0,0),(0,1,0),(1,-1,0)}.

Vamos a calcular una base ortogonal de S respecto al producto escalar f. Como
{(1,0,0),(0,1,0),(1,—1,0)} es un sistema de generadores de S podemos obtener de él
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una base, por ejemplo B = {(1,0,0),(0,1,0)}. aplicamos G-S a esta base para obtener
una base ortogonal.

wyp = vV = (1,0,0)

Wy =vy+aw; y wy Lw = <w,ws >=< wy,vs +aw; >=10

< wi, Vg >
—_ = ——
o |2
2 -1 0 /0
(1ool-1 2 —-1|]1
< (1,0,0),(0,1,0) > 0 -1 0o/ 1
1(1,0,0)]2 B 2 -1 1\ 2
(1 ool-1 2 —1|1o0
0 -1 2/ \0

1 1
Wy = (07 1,0) + 5(1,0,0) = <§’ ].,0)

obtenemos asf{ que B = {(1,0,0), (3,1,0)} es una base ortogonal de S. Como

2 -1 0\ /0
fwi=(1 0 0)[-1 2 —1][1]=2= |w|=V2

3 3

1
3

Jwol*=(3 1 0) -1 2 -1 1] == = |wl| =14/=
0

DO

2 2

entonces B = {(\/75, 0,0), (‘/?6, ‘/76, 0)} es una base ortonormal de S.

B Ejercicio 2.1. Hallar una base ortonormal del subespacio

B={Aec MyR): AX —XA=0} con X:(i ;)

con respecto al producto escalar < A, C >= Traza(A'C)

Si <« >V xV — R es un producto escalar definido sobre V' entonces por ser una
forma bilineal simétrica definida positiva, su matriz respecto de una base B de V es

< V1,01 > <V,U> -+ <U,Uy >

< V2,1 > < VU,Ug > -+ < UgUp >
Mp(<-,->) = : : :

< Up,V1 > < Up,Ug > -+ < Up,Up >
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B Ejemplo 2.4. En el subespacio E = L{1, sen x,cos x} de C[0, 27| se define el siguiente
producto escalar:

1

(f.9) = o ; 7Tf(:l:)g(az:)dac, Vf,ge L.

la matriz asociada a la base B = {1,senx,cosz} es

<1,1> < l,senzx > < 1,cosx > 1 00
<senx,1 > <sen x,sen r > < sen x,coST > =10 % 0
<cosz,l > <senx,cosx > < COSZT,COST > 00 %

Proposicién 2.2. Sea (V,< -, >) un espacio vectorial euclideo y B base ortonormal de V.
Entonces la matriz del producto escalar en la base B es la matriz identidad.

Por tanto si (uy, -+ ,u,) y (v, - ,v,) son las coordenadas de u,v € V en una base
ortonormal se tiene que

= [a expresion del producto escalar es

= [a expresion de la norma es

= [a expresion de la distancia es

B Ejemplo 2.5. Labase B = {(0,—1,1),(0,—1,0),(1,—1,0)} es una base ortonormal de R?
con respecto a un producto escalar. Determinar la expresion de dicho producto con respecto
a la base canénica de R3.

Proposicién 2.3. (Teorema de Prolongacion de la Base Ortonormal)

Sea (V,< -,- >) un espacio euclideo y W C 'V un subespacio vectorial. Supongamos que
{v1," -+, v} es una base de W tal que {vy,--- ,v,} es un sistema ortonormal. Entonces
ezxiste una base ortonormal de V' que contiene a este sistema.
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B Ejercicio 2.2. Consideremos el espacio vectorial euclideo (Rg[z], < -, >), donde Ry|x]
es el espacio de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que dos y su
producto escalar viene dado por:

<pa= | ' p(@)ale) d.

Se sabe que una base ortonormal de (Rq[z], < -, >) es

B={1, 2V/3(z — %) . 6V5(2? —x + é)}

Sean T, S : Ro[z] — Ry[z] dos aplicaciones lineales dadas por

1 0 0 2 0 0
Mggs(T) = |0 L2 -2 y Mggp(S)= [0 2 2
0 Y2 2 0 ¥2 2

2 2 2 2

Si denotamos por d(p, q) la distancia existente entre los polinomios p y ¢ y por (p,q) el
angulo que forman dichos polinomios,

a) calcular d(1,z) cos(1,x), d(T(1), T(z)), cos (T(1),T(z)),

b) calcular d(S(1), S(x)), cos (S(l/),E(a:))

3. Proyecciones ortogonales.

Definicion 3.1. Sea (V,< -,- >) un R—espacio euclideo y sean U, W subconjuntos de V.
Diremos que U es ortogonal a W y lo denotaremos U L W, si

<u,w>=0 (uL w) YVweWy VuelU

Proposicion 3.1. Sean U, W son subespacios vectoriales del espacio euclideo

a) SiU LW entonces WNU =)
b) Sean By = {uy,--- ,us} base de U y By = {wy, - ,w,} base de W. Si
< uj,wj >=0 Vu; € By yVv; € By
entonces U L W.
Demostracion.  a) supongamos existe v € V' tal que

veW

veWnlU — {veU

— <v,v>=0 = v=0
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b) Sean u = aquy + -+ + azus € Uy v = fv; + -+ - + Bv,. € V entonces
< U, v >=< aquy + -+ -+ Qgug, Sy + -+ B, >=ZOéi (Zﬁj < Uj, Vj >> =0
i=1 j=1

Definicion 3.2. Dado U un subespacio de un R—espacio euclideo (V, < -,- >) el conjunto
Ut={veV/ <v,u>=0 para todou € U}
recibe el nombre de complemento ortogonal de U.

B Ejemplo 3.1. a) En el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 se con-
sidera el siguiente producto escalar

<> 0 Me(R) x My(R) — R
(aij)’ (bl]) - < A’ B >= Zi]’:1 aijbij

Dado el subespacio U = {A € My(R) /A = A’} vamos a calcular su ortogonal U~. Sea

a b | (10 0 1 00
(c d)EU ,comoU-L{(O 0),(1 O)’(O 1)}tenemosqme

b 10
0 )(0 o)
a =

a
C
a b 01 1 t
<(C d)’<1 0)>:O = ¢ b+c=0 = U-={BeMyR)/B=-B"}
a
C

c=0
b 0 0
i) (o)==

b) Sea My (R) el conjunto de las matrices reales 2x 2, con el producto escalar < A, B >= traza(A'B).
Consideramos el subespacio V' generado por

)0 G

y el subespacio W generado por

G 2626 5)

vamos a calcular los complementarios ortogonales de V' y W

B 1 -1 0 —1 . fa b 1
PuestoqueV-L{(l 1),(1 O)}’Sl (c d)GV entonces
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[(a+c —a+c\]

(@ b 7 1 -1 - traza (b+d —b—f—d)]_o

c d 1 1 . - .
(¢ b 0 —1 ——0 b

c d)'’\1 0 N traza ( ¢ )] =

1\ d —c
a—b+d+c=0 a=—d L 01 -1 0
:i{b—czo :i{b:c =V _L{(10)’(0 1)}

B Ejercicio 3.1. Comprobar que en el ejemplo 3.4 b) se obtiene

(33 ()

B Ejercicio 3.2. Sea F': R3 x R® — R con

2 2 0 U1
F((z1, 29, 23), (Y1, 2, 93)) = (21 22 x3)- (2 3 —1]-|w
0 -1 2 Ys

un producto escalar en R3. Sea W el subespacio generado por el vector (1,0, 1). Hallar una
base ortonormal del subespacio W+, el subespacio ortogonal de .

Proposicién 3.2. Sea (V,< -,- >) un R—espacio euclideo y U, W subespacios vectoriales
de V. Entonces

1)Vi=0 y 0+t=V.

2) Ut es un subespacio vectorial de V.
3) SiU C W entonces W+ C Ut

4) U =U

Demostracion.  2) Ut # @ ya que 0 € UL. Ademas si vy,v5 € Ut vy a, 3 € R entonces
para todo u € U se tiene que < awv; + Puvg,u >=> a < vi,u > +0 < v9,u >= 0
asi pues, avy + Bvy € Uty por tanto U~ es un subespacio vectorial de V.

3) Si v € W entonces para todo w € W se tiene que < v,w >= 0 en particular como

U C W se tiene que si u € U entonces < v,u >= 0, es decir, v € U™.
[ |

Proposicién 3.3. Sea U un subespacio de un R—espacio euclideo (V, < -, >) de dimension

finita. Entonces
V=UaU"
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Demostracion. Sea B = {uy,--- ,u,} una base ortonormal de U. Por el teorema de prolon-
gacion de la base ortonormal obtenemos a partir de B una base ortonormal B = {uy, -, Uy, Upyq, - - -
de V.Esclaroque U L L(uyy1,- -+ ,uy,) asi que basta con verificar que UL C L(upy1, -+ ,uy).

[

Observar que dimV = dim U + dim U+.

Definicion 3.3. Sea V un espacio euclideo, U un subespacio de V' y v € V. Puesto que
V =U @ U™, entonces existen v; € U y vy € Ut tal que v = v; + vy. Llamamos proyeccién
ortogonal del vector v sobre el subespacio U (resp. U+) al vector vy (resp. vy).

Observar que si v; es la proyeccién ortogonal de v sobre U entonces v — v, € U+,

B Ejemplo 3.2. En el espacio Euclideo del ejemplo 2.3 b)(pagina 7) vamos a calcular la
proyeccién ortogonal, respecto a f, de v = (1,0, 1) sobre S = L{(1,0,0),(0,1,0)}.

L 3 —<(a,b,¢),(1,0,0) >=0
s _{<a,b,c>eR  C{ab).(0.1.0) >=0

2 -1 0 1
0:<(a,b,c),(1,0,0)>:(a b c) -1 2 -1 0| =2a—-10
0
2

0=<(a,b,¢),(0,1,0)>=(a b ¢)| -1 2 —1]|1|=—-a+2b—c

Por tanto S+ = L{(1,2,3)}.
Como el vector (1,0,1) = 2/3(1,0,0) —2/3(0,1,0) +1/3(1,2,3) entonces la proyeccién

s st
ortogonal de ¥ = (1,0, 1) sobre S = L{(1,0,0),(0,1,0)} es v; = 2/3(1,0,0) —2/3(0,1,0) =

(2/3,-2/3,0).

B Ejercicio 3.3. En el espacio Euclideo del ejercicio 3.2 (pagina 13) calcular la proyeccién
ortogonal del vector (1,0,1) sobre W+.

Observar que la proyeccién ortogonal es tinica, puesto que V = U @ U+.

Proposicién 3.4. Sea (V, < -,- >) un R—espacio euclideo , U un subespacio de V yv € V.
Si B={v1, -+ ,v.} es una base ortogonal de U entonces la proyeccion ortogonal de uy € U
de v sobre el subespacio U es

T

Uy = g A\iU; con A =

i=1

<V,v; >
[[oil?

Pagina 14
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Demostracion. Puesto que B es base de U y u; € U entonces u; = 2221 AiU;

<v,U; > = < Ut U U >=< U,V >=
r
= Z < )\jUj,'UZ' >= )\ZHUZH2
j=1
Por tanto N <>
Z [[ws ]2

B Ejemplo 3.3. En el espacio vectorial Ry(x) se define el producto escalar < p,q >=
p(1)q(1) +p(=1)g(—=1) + p(0)q(0). Se pide encontrar la proyeccién ortogonal de x? — z sobre
U=L(x,1).

Podemos resolverlo de dos maneras diferentes

1) Calculamos el espacio ortogonal de U = L(x,1).

Ut={p=ar*+br+cecRyz]/ <p,1>=0y<pr>=0} =
{O:<p,1>:a<:1:2,1>+b<x,1>+c<1,1>
O=<pr>=a<z’z>+b<az,x>+c<lz>
{O:<p,1>:2a<x2,1>+30<1,1>
O=<pr>=2b<x,z>
Ut = {az® — 2/3a € Ry[z] : a € R} = L{z* — 2/3}

Como V = U @ U™ entonces B = {1,z,72 — 2/3} es una base de V y puesto que
22 —x= w; + u, entonces
~—

U Ut

2 ‘ L2
¥ —r=2/3-1—x+2"—-2/3 = u; =2/3—x
v 7
U

Por tanto u; = 2/3 — x es la proyeccién ortogonal de x? — z sobre U. Observar que
2?2 — 2/3 serd la proyeccién ortogonal de 22 — x sobre U+,

b) Puesto que B = {x,1} es una base ortogonal de U utilizando la proposicién tenemos

que
<z?—z,1> 2
U = a1,l + aww.r = <1Lﬁm> ", — u = 2/3 —x
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B Ejercicio 3.4. En el espacio vectorial M (R) de las matrices reales 2 x 2, se considera el
producto escalar < A, B >= traza(A" - B). Obtener una base ortonormal del subespacio S.

3
1 2

Calcular la proyeccién ortogonal de la matriz ( ) al subespacio § formado por las

matrices simétricas reales 2 x 2.

Proposiciéon 3.5. Sea V' un espacio euclideo, U un subespacio de V y v € V tal que
v =v1+vs convy € U yvy € UL. Entonces el vector v, € U, proyeccion ortogonal del vector
v sobre el subespacio U, es el vector de U mds proximo a v.

Demostracion. Para cualquiera que sea u € U tenemos
d(v,u) = d*(v,0) = Jlu=ol* = [lv—vl* = [lu = v + 01 =0l = o - v |* =
= Jlu—wvi|]P+ v =P+ 2<u—v,v —v>—|lv—v|* = ||oy —ul* >0
S—— Y~
ev e U+
Por tanto
d(v,u;) < d(v,u) YuelU
[ |

Definicion 3.4. Sea V un espacio euclideo, U un subespacio de V, v € V y u; € U la
proyeccién ortogonal de v sobre U. Se define la distancia del vector v al subespacio U como

d(v,U) = inf{d(v,u) para todou € U} = ||v — uy|| = |Juz]|
B Ejemplo 3.4. En el ejemplo 3.3 la distancia de 22 — x al subespacio U = L(z, 1) es:
d(x* — 2,U) = inf{d(2? z,p) paratodop € U} =

“[%

= l(a* —2) = (2/3 = 2)l| = ||l=" = 2/3|| =

B Ejercicio 3.5. En el ejercicio 3.4 calcular la distancia de la matriz (1 g) al subespacio
S.

Definicion 3.5. Sea V un espacio euclideo, U un subespacio de V. la aplicacién
PtV — U
v — (751

donde u; € U es la proyecciéon ortogonal de v sobre U recibe el nombre de proyecciéon
ortogonal sobre un subespacio.

Proposicion 3.6. La aplicacion proyeccion ortogonal es una aplicacion lineal.

Demostracion. Sean v = uy + uy y v = u} + u}y vectores de V con uy,u} € Uy ug,u) € U+

o PH(v+v') = PH((ug +uh) + (ug + uh)) = ug + ) PH(v) + PH(v).

= PH(av) = PH(au; + aup) = auy = aP*+(v)
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4. Aplicaciones Lineales adjuntas y autoadjuntas entre
Espacios Euclideos.

Definicion 4.1. Sea (V, < -,- >) un espacio euclideoy f : V — Vy f*: V — V aplicaciones
lineales . Entonces se dice que f* es adjunta de f si para todo u,v € V' se verifica que

< f(u),v >=<u, f*(v) >
Claramente si f* es adjunta de f entonces f es adjunta de f*.
B Ejemplo 4.1. En R? con el producto escalar usual si consideramos el endomorfismo

f:R?* - R? con f(x,y) = (x — y,0) entonces su aplicacién adjunta es f : R*> — R? con
f*(x,y) - (CL’, —l‘) Ya que

< flz,y), (2, y) >=< (x —y,0), (2", y) >= a2’ —ya2' =
=< (z,y), (@', —2') >=<(z,y), (2", ¢) >

B Ejemplo 4.2. Sea (Py(z), < -,- >) con < p,q >= p(1)q(1) + p(=1)g(=1) + p(0)¢(0) ¥

1 =« \/6

V3 V22

aplicaciones f, g : Po(z) — Py(x) tales que
V6

flab,e) = ag(a® = 2/3) = (0.0,a) y f*(a,b,c):%: (¢,0,0)

donde (a, b, ¢) son las coordenadas de un polinomio p en la base B.
Como

B = (z? — 2/3) p una base ortonormal de (Py(z),< -, - >). Consideramos las

< f(a,b,c), (a',V,d) >=<(0,0,a), (a,V,d) >=cd
< (a,b,¢),g(a’,V,c) >=< (a,b,c),(c,0,0) >= cd

entonces obtenemos que f* = g.
Lema 4.1. Sean f:V — V, g:V — V dos aplicaciones lineales. Si para todo u,v € V se
verifica que < u, f(v) >=< u, g(v) > entonces f = g.
Demostracion.
<u, f(v) >=<u,g(v) >=<u, f(v)—gv) >=<u,(f—g)(v) >=0 VYu,veV

en particular si tomamos u = f(v) — g(v) obtenemos que f(v) — g(v) = 0 para todo v € V.
|
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Teorema 4.1. Sean (V,< -, >) un espacio euclideo de dimension finita y f :V — V una
aplicacion lineal. Entonces existe una unica aplicacion lineal f* :V — V tal que para todo
u,v € V se cumple

< fu),v >=<u, f*(v) >

Demostracion.  a) Unicidad. Supongamos que existiera g : V' — V tal que para todo
u,v € V también cumpliera que < f(u),v >=< u, g(v) > . Entonces

<u,g(v) >=<u, ff(v) >=<u,g(v)— ff(v) >=0 = f*(v) =g()

b) Existencia. Si A = (a;;) = Mp(f) donde B = {vy,---,v,} es una base ortonormal
entonces la aplicacion f* tal que Mp(f*) = A* verifica la condicién.

< f(u),v >= (Au))'-G-v } N < f(u),v >=u'A"- G -v

<“f(> =u' G- A(v) <u, fr0) S=ut - G- A% }:>At-G:G-A*

Corolario 4.1. Sea (V,< -,- >) un espacio vectorial euclideo dimension finita, f :V — V

lineal y A = (a;;) = Mp(f) donde B = {v1,--- ,v,} es una base ortonormal. Entonces
At = (a;;) es la matriz de la aplicacion adjunta f* en la base B.

B Ejemplo 4.3. Sea f: R3 x R® — R un producto escalar en R?® cuya matriz en la base
candnica es
2 -1 0
A=1-1 2 -1
0o —1 2

Vamos a calcular la aplicacién adjunta de la aplicacién lineal ¢ : R?® — R3 donde
g(l’, Y, z, ) = (y7 T+ Y, _Z)‘
Lo primero que hacemos es calcular una base ortonormal de (R3, < - , >) tilizando G-S

y siguiendo el ejemplo 2.3 b) obtenemos B = {(\/75, 0,0), (\6[, \3[, 0), (L2 S )} Como
V2 V2 V6 2 —
V2 ] Of 0 1 0 ERC 3% 3
O I T SO N A VR Y O
0 0 g 00 —1 0 0 %5 0o 0 -1

Entonces su adjunta es la aplicacién ¢* : R? — R3 tal que

-1 V3
2 2

Mp(g)=| £ % 0
1 53 4
2 2
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B Ejercicio 4.1. Consideramos el espacio (Ry[z], < .,. >) donde < p,q >= fjlp(a:)q(x)(l—
2?)dz. Calcular la aplicacién adjunta D*, segiin este producto escalar, de la aplicacién deriva-
da D(p) =p'.

Proposicion 4.1. Dadas f,g:V — V aplicaciones lineales se tiene

1) Sild:V —V esla aplicacion identidad entonces (Id)* = I
2) (f+g)=[+yg"

3) (fog)r =g of"

4) Si f es invertible entonces (f~1)* = (f*)7!

o) (f )y =1

Demostracion. Basta con elegir la matriz de las aplicaciones en una base ortonormal, las
propiedades de la matriz de la suma, composicién de aplicaciones y las propiedades de la
matriz transpuesta.

Definicion 4.2. - Sea (V,< -,- >) un espacio vectorial euclideo dimensién finita y sea
f:V — V lineal. f es autoadjunta si f = f*. Es decir, si para todo u,v € V se cumple

< flu),v >=<wu, f(v) >.

Corolario 4.2. Si f es un endomorfismo autoadjunto entonces A = (a;;) = Mp(f) donde
B =A{vy, -+ ,v,} es una base ortonormal entonces A es simétrica.

B Ejemplo 4.4. Consideremos el espacio euclideo (Rg[z],< -,- >), donde < p,q >=
folp(x)q(m) dzx. Se sabe que una base ortonormal de (Rq[z], < -,- >) es

B={1, 23z %) 6V + é)}.

Sean T, S : Ro[z] — Ry[z] dos aplicaciones lineales dadas por

1 0 0 2 0 0
Mp(T) = [0 ¥2 2 y Mp(S)= |0 L ¥
0 X2 2 0 2 2

2 2 2 2

Tenemos entonces que la aplicacion T' es autoadjunta y la adjunta de S viene dada por

2 0 0
Mp(S*) = |0 2 2
0 —¥2 V2

2 2
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B Ejercicio 4.2. 1) Comprobar que si f y g son autoadjuntas entonces f + g es autoad-
junta

2) En el espacio E = L{1,senx,cosz} de C[0, 27| se define el siguiente producto escalar:

2
<fo>=5 [ f@u@)  Viger

Consideramos la aplicacién:
D,: E —- FE
fo=

siendo k) la derivad k-ésima de la funcién f. Encontrar todos los valores de k € N para
los que Dy, es autoadjunta.

B Ejemplo 4.5. Sean f y g autoadjuntas.

1. Como (fog)" = g* o f* = go f entonces (f o g) es autoadjunta si y sélo si fy g
conmutan.

2. Si f es invertible entonces (f~!) es autoadjunta.

< M), f(o) >=< f(f (), v >=<u,v >

Teorema 4.2. Sea V un espacio euclideo de dimension finita y f : V — V una aplicacion
lineal. Supongamos que el subespacio W es invariante por f entonces W+ es invariante por f*

» Dem. Para todo w € W tenemos que f(w) € W y < f(w),u >= 0 para todo u € W+,
Entonces

< fw),u>=<w, f*(u) >=0 YweW = f*(u) ¢ W+

Obtenemos ast que f*(W) C W.

Proposicién 4.2. Sea V un espacio euclideo de dimension finita y f : V — V una apli-
cacion lineal y autoadjunta. Si Ny # Ao son autovalores de f y vy, vy son autovectores
asociados a A1 y Ao respectivamente, entonces vy y vo son vectores ortogonales.

Demostracion. Como vy, vy son autovectores asociados a A\; y Ay tenemos

< f(Ul),UQ >=< 1, f(UQ) > < ()\1 — )\2) < v,v9 >=0

Obtenemos asi que < vy, vy >= 0
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Proposicién 4.3. Sea (V, < -, - >) un espacio euclideo de dimensidn finita y f :V — V un
endomorfismo autoadjunto. Entonces todas las raices del polinomio caracteristico de Pr()),
son reales. (Todas las raices del polinomio caracteristico de una matriz simétrica son reales.)

Teorema 4.3. Sea (V,< -,- >) un espacio euclideo de dimension finita y f : V — V un
endomorfismo autoadjunto. Entonces existe una base ortonormal B de V tal que la matriz
Mpf es diagonal.

Demostracion. Como f es autoadjunto existe una base ortonormal B’ en la que la matriz
de f es simétrica y por lo tanto diagonalizable. Si f tiene un autovalor A con mg(\) = k
entonces tiene k autovectores linealmente independientes. Usando el método de G-S obten-
emos una base ortonormal del autoespacio generalizado para A. Al repetir el proceso para
cada autovalor de f obtenemos una base ortonormal de autovectores. |

5. Aplicaciones ortogonales.

Definicion 5.1. Sea (V, < -,- >) un espacio vectorial euclideo. El endomorfismo f: V — V
tal que para todo u,v € V verifica que

< f(u), f(v) >=< u,v >,

es decir, conserva el producto escalar, recibe el nombre de aplicacién ortogonal.

B Ejemplo 5.1. En el espacio R? con el producto escalar usual la aplicaciéon f : R? — R?
por f(x,y) = (z,—y) es un aplicacién ortogonal, ya que V (z,y) € R? se verifica:

< f(l’, y)7 f((L'/, y/) >=< (l‘, _y)7 (xla _y/) >= xa/ + yy, =< (f, y)? (mlv y,) >

B Ejemplo 5.2. Se considera el espacio vectorial R3[x] de los polinomios de grado menor
o igual que 3 con coeficientes reales. En este espacio tenemos un producto escalar canénico
dado por

(p, q> = aobo + a1b1 + a2b2 + a363

donde
p(x) = ap + a1 + asx® + aza®, q(x) = by + b1z + boa® + bsa®.

Sea T : Rs[z] — Rs[z]| lineal, definida por T'(p) = xp’ + p, donde p’ es la derivada de p,
es decir, T(azx® + asx? + a1 + ag) = 4azz® + 3boz® + 2a17 + ag. Como

< T(a3x3 + CLQIQ +aix + CL()), T(b3l’3 + bgl‘Q +bix+ bo) >= 16asbs + 9asby + 4a1b; + agby 7é
7é aobg + a1b; + azby + asbs =< CL3£C3 + Gzl’z + a1x + ag, bgﬂ?g + b2$2 + b1z + by >

T no es un aplicacién ortogonal.
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B Ejercicio 5.1. Demostrar quesi f: V — V y g: V — V son La aplicaciones ortogonales
entonces f o gy go f también son ortogonales y sin embargo su suma ni lo es.

Proposicién 5.1. Sea (V,< -, >) un espacio euclideo y f un endomorfismo de V. Sea
A= Mg(f), donde B = {vy,--- ,v,} es una base ortonormal de V. Entonces

f es ortogonal <=

Demostracion. =)

<u,v>=u'-G-v <u,v>=u'-G-v

< f(u), f(v) >= (A(u))" - G - A(v) } . < f(u), f(v) >=u'A"- G - Av } N

— A G- A=G

y como G = I obtenemos que A'A = I y por tanto A1 = A%,

<) Sea A~ = A" y A = Mpg(f), donde B = {vy,--- ,v,} es una base ortonormal de V,
entonces

<L S0 G A0) | <0 St e )
<u,v>=ut-v <u,v>=ut-v
=< f(u), f(v) >=< u,v >
[ |

B Ejemplo 5.3. En R? las simetrias respecto de una recta que pasa por el origen r =

ax + by = 0 son transformaciones ortogonales ya que la matriz de f en la base ortonormal
B = {(=b,a),(a,b)} de R? es

Mo = (o 5y ) = 1ah)) = Oua(r)

Definicion 5.2. Sea A € M,,(R). Diremos que A es una matriz ortogonal si es invertible y
A1 = A'. Observar que det(A) =1 o det(A4) = —1.

Proposicion 5.2. Sea V' un espacio euclideo y f un endomorfismo ortogonal. Entonces
existe f~1 y es una aplicacion ortogonal. Ademds

f* — f—l
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Demostracion. Como f es un endomorfismo ortogonal entonces |Mp(f)| # 0, por tanto,
existe f1.
Puesto que

<w,v>=< f(f7Hw), f(fT(v) >=< fH(u), f'(v) >= [ es ortogonal
Ademas, teniendo en cuenta que la inversa es tinica, obtenemos
<u,v>=< f(u), f(v) >=< f*(f(u),v>= frof=id
|

Proposicién 5.3. Sea (V,< -, - >) un espacio euclideo y f : V — V un endomorfismo.
Entonces
f es ortogonal <= ||f(v)|| =|[v||, VveV

es decir, st f es una aplicacion ortogonal entonces f conserva las longitudes de los vectores.

Demostracion. =)  Se sigue de la definicién de aplicacién ortogonal.

<) Tomamos el vector u — v € V. Como f conserva la norma se sigue:

< flu—v),flu—v)> = <u—v,u—v>
< flw), flu) >+ < fv), fv) >=-2< f(u), flv)> = <uu>+<v,v>-2<u,v>
—2< f(u), flv)> = —2<u,v>
y por tanto, f es ortogonal. [ |

Corolario 5.1. St f : V. — V es una aplicacion ortogonal entonces conserva dngulos,
normas y distancias.

Proposicién 5.4. Sea (V,< -,- >) un espacio euclideo y f : V — V un endomorfismo.
Entonces f es ortogonal si y solo si transforma bases ortonormales en bases ortonormales.

Demostracion. =)  Se concluye de la proposicién anterior.

<) Sean B ={vy, - ,v,}y B = {v], -, v} bases ortonormales de V con f(v;) = v].
Entonces

< flu), flv)> = < f(zl'm)af(zijj) >= > wy; < f(i), fv) >=

ij=1

n n

/ /

= E T;Y; < Vi, U; >= E ;Y =< u,v >
ij—=1 i=1

y por tanto, f es ortogonal.
]
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B Ejemplo 5.4. Los giros en R? de centro el origen y dngulo o en sentido contrario a las
agujas del reloj son transformaciones ortogonales ya que transforma la base de R? en la base
B = {(cosa,sena), (—sena,cosa)} y ambas son ortonormales con respecto al producto
escalar usual.

Corolario 5.2. La matriz del cambio de bases ortonormales es ortogonal.

Teorema 5.1. Teorema espectral Sea (V,< -,- >) un espacio euclideo de dimension finita y
f:V —V un endomorfismo. Si f es autoadjunto entonces f es diagonalizable en una base
ortonormal (diagonalizable a la vez por semejanza y por congruencia).

B Ejemplo 5.5. Diagonalizar ortogonalmente la siguiente matriz

0 -1 -1
A= -1 0 -1
-1 -1 0

Primero calculamos los autovalores, los autovectores y una base que diagonalize:

Pa) = A+ 2)A =" = (4 - A1) = L{(=1,1,0), (~1,0,1)}

= By ={(1,1,1),(-1,1,0),(—=1,0,1)}

{ ker(A+2XI) = L{(1,1,1)

y aplicando G-S obtenemos

V3 V3 V3, V2 V2 V6 V6 V6

R R R

B = {(
que es una base ortonormal que diagonaliza a la vez por congruencia y por semejanza.
Proposicion 5.5. Los autovalores reales de una aplicacion ortogonal son 1 o —1.

Demostracion. Sea A € R un autovalor de fy v # 0 € V un autovector asociado a A, es
decir, f(v) = Av. Entonces como f es ortogonal tenemos:

Al=1
LF@) =Ml = 4 ©
A= -1
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6. Aplicaciones ortogonales en R
Sea f : R? — R? una aplicacién ortogonal cuya matriz respecto de una base ortogonal es
a b
c d )’

Puesto que A' = A™!, se sigue entonces que

_ I fd —b a c d = alA] a —c|A]
1__ — =
Cem(e )= 0) = U = a0

Como ademés |A| = £1 distinguimos dos casos:

1. Si |A| = 1 entonces

Por tanto, existe un tinico v € [0, 27) tal que a = cos v y ¢ = sen «v. Luego la aplicacién
es un giro centrado en el origen y de angulo «

2. Si |A| = —1 entonces

En este caso la matriz A es simétrica y por tanto diagonalizable. Sus autovalores son
A=1y A= -1, (yva que |A| = —1). Por tanto, la base formada por los autovectores
vy € ker(A —I) y vy € ker(A + I) es una base ortogonal

< U, Ug >= 0

< flur), f(uz) >=0

Luego la aplicacién es una simetria respecto de la recta L{u;}.

< fluy), flug) >=< uy, —ug >=< uj,ug > = {
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