Problemas de Espacios Euclideos
propuestos en examenes

Junio 06. En el espacio Ry[z] dotado del producto escalar ( , ), se sabe que
B = {1+ + 2,z + 22, 2%} es una base ortonormal. Se pide:

a) Halla la matriz de dicho producto escalar { , ) en la base B, de Ry[z], siendo B, =
{1, 2, 2%}

b) Dado el subespacio U = L {(1 + 2z + 32}, determina el espacio U+ (complemento
ortogonal de U). Obtén una base ortonormal de U-~.

c¢) Halla la minima distancia del vector z?) al subespacio U~.

d) Se considera la aplicacién T' : Ry[x] — Ry[z] definida por: Vp € Ry[z], T'(w) = proyeccion or-
togonal de p sobre U+. Estudia si T es lineal y, en caso afirmativo, determina la matriz
asociada a T en una base (de Ra[z]) a elegir jPuede ser dicha matriz ortogonal?

Mayo 06. En el espacio euclideo R? dotado del producto escalar ( , ), se sabe que
B =1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} es una base ortonormal. Se pide:

a) Halla la matriz de dicho producto escalar { , ) en la base B. de R3, siendo B, =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

b) Dado el subespacio U = L {(1,2, 3)}, determina el espacio U+ (complemento ortogonal
de U). Obtén una base ortonormal de U~.

c¢) Halla la minima distancia del vector v = (0,0, 1) al subespacio U+.

d) Se considera la aplicacién T : R?* — R3 definida por: Vw € R3, T'(w) = proyeccion or-
togonal de w sobre U+. Estudia si T es lineal y, en caso afirmativo, determina la matriz
asociada a T en una base (de R?) a elegir ;Puede ser dicha matriz ortogonal?

feb. 06. Dados «, 5 € R, se define la aplicacion f : Ry[z] x Ro[z] — R mediante

2 1 -1 a’
fla+br+c®,d +Ve+d2*)=(a b c)| 1 1 « s
-1 o c

Se pide:

a) Determina el conjunto de valores de los pardmetros «, 3 para los que f define un
producto escalar en Ry[z] . Representa dicho conjunto en el plano (a, 3).

Para los tres apartados siguientes (todos ellos referidos al producto escalar definido

por f ), supondremos que « =0y [ = 2.

b) Calcula una base ortonormal de Ry[z] .

c¢) Halla la minima distancia del polinomio p(z) = 1 al subespacio S = £ {z, 2%} .

d) Obtén el dngulo entre el polinomio p(x) = 1 y el subespacio S+

Sep 05 En el espacio euclideo de M5(R) dotado del producto escalar < -,- >, se

11 01 0 0 0 0 .
sabe que B = {(1 1> , <1 1) , (1 1) , (0 1)} es una base ortonormal. Se pide:
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1) Hallar la matriz del producto escalar < -,- >, en la base candnica de My(R).

2) Dado el subespacio S = { G D , (; ;) }, determinar su complementario ortogonal.

(1) }) al subespacio S.

3) Hallar la distancia (minima) de la matriz A; = (

0 0 :
0 1) y el subespacio S.

4) Hallar le dngulo entre la matriz Ay = (

Junio 05. En el espacio vectorial euclideo R?, dotado del producto escalar usual,
indica y razona si cada una de las aplicaciones f : R® — R3? g : R?® — R? y h: R?® — R3,
definidas en la base canénica de R?, respectivamente por

f(a:,y,z)z( V2 V2 V2 \/§>

By — 2 oY 2

2 2

g(r,y,2) = (zy+z,0—y—22z,x+y+2)
hMz,y,z) = ((Tx — 2y — 52) /6, (—2x + 2y — 22)/6, (—bx — 2y + 72)/6)

es a) lineal, b) automorfismo, c) diagonalizable en R, d) ortogonal y e) autoadjunta.

Mayo 05. En el espacio vectorial euclideo real (V, < -,- >) se considera la base
B = {vy,v9,v3} y el subespacio S = {v; — v, vy — v3}.
La matriz del producto escalar < -,- > en la base B es

3 21
A=1[2 3 1
1 11
Se pide:
1. Prueba que A, efectivamente, puede ser un producto escalar.
2. Halla una base ortonormal del subespacio S.
3. Halla la distancia del vector vs al subespacio S.

4. Determina S+

5. Determina el angulo que forman el vector v3 y el subespacio S.
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Junio 04 Se define la aplicacién f : R? x R? — R3, mediante

2 0 -1 U1
f(f7y):(x1 To I3 ) 0O 1 0 Yo :TtAy
-1 0 2 n
L1 (1
donde | z2 | v | w2 | son la expresion de T e y por medio de sus coordenadas en la base
L3 Y3

B = {by,bs,b3}. Se pide
1. Demostrar que f define un producto escalar en R3.
2. Halla una base ortonormal de R?, respecto del producto escalar f
3. Halla la proyeccién ortogonal del vector w = by + by + bs sobre S = L{b; + by, by — bs}.

4. Halla la forma reducida de Jordan de A y una matriz regular P tal que J = P~ . A.P

Mayo 04 Sea (EX, < - - > un espacio vectorial euclideo de dimensién finita n, con
n > 2, sobre Ry f: E® — EE un endomorfiamo definido por

fv) =<v,u>u—wv
siendo u € EX un vector unitario dado.
1. Demostrar que f(v) =0 siy solo si v = Au con A € R.
2. Identifica f o f.
3. Interpreta geométricamente f si n = 2.
4. ;Cuadl es la forma reducida de Jordan de f sin = 2.
5. ;Cudl es la matriz de f en la base ortonormal B = {e; = u, es,...,€,}

6. Si E® = R" y < -,- > es producto escalar usual en R™, probar que f es ortogonal o
dar un contraejemplo que pruebe que no lo es.

Feb. 01 Sea Rj[x] con el producto escalar definido por fjl p(z)q(x)dz. Construir

una aplicacién lineal S : Ry[z] — Ry[z] dando su matriz asociada en la base {1, z,z?}, que
cumpla las siguientes condiciones:

(i) S es autoadjunta
(ii) 1 es autovalor de S

(iii) ker S = {p € Ro[z] / p = cte}

Pagina 3



Problemas de Espacios Euclideos
propuestos en examenes

(iv) SoS = 3S paratodo v € V donde V es el subespacio ortogonal al autoespacio asociado
al autovalor 1

[8.10] Mayo. 01 Dada la aplicacién f : R* x R® — R

2 2 4 n
f((@1, 22, w3), (Y1, y2,93)) = (21 22 x3) (2 5 3 Y2
4 3 12 Y3

se pide:

(1) (3 puntos) Probar que la aplicacién f define un producto escalar en R3.

(2) (4 puntos) Calcula una base ortonormal, para este producto escalar, en R3.

(3) (3 puntos) Calcular la distancia d(u, H), segin el producto escalar f, siendo 4 =

(1,1,1) y H = L{(1,2,3)}.
Sept. 01 En el espacio vectorial Rs[z]| de los polinomios de coeficientes reales y grado
menor o igual que tres, se consideran los conjuntos
U={pecRsz]: p(z) =a+bx* abcR}
V={peRslz]: p(z) =\~ p)+pz+ pz® + (A + @)z’ A\ peR}

Se pide:

a) (4 puntos) Probar que U y V son subespacios vectoriales de Rs[x], y calcular una base
de cada uno de ellos. Hallar una base de cada uno de los subespacios U +V y UNV.

b) ( 6 puntos) Considerando en Rj[z] el producto escalar definido por

< ag+a1xr + CLQZEQ + CL3{L‘3, bo + bll' + b2$2 + b3$3 >= aob() + a1b1 + a2b2 + 6L3b3

calcular la distancia (minima) del polinomio p(x) = 1 4 3z al subespacio V.

Febrero 00 Sea B = {e ™ e (m=lz ... 7% 1 ¢% ... =Dz en2y con n €
N, n > 2 una base de un espacio vectorial real V' con las operaciones usuales de suma,
y producto por escalar, de funciones reales de variable real. Sea T

TV — Vv
fo— f=r=2f

(a) (3 puntos) Demuestra que T es lineal.

(b) (3 puntos) Halla la matriz asociada a 7" en la base B

(¢) (4 puntos) Calcula una base ortogonal del ker T" para el producto escalar (f,g) =

Jo f(@)g()da.
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