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1. Introduccion

Dentro de las aplicaciones lineales nos vamos a interesar por los endomorfismos, es decir,
las aplicaciones lineales donde el espacio vectorial inicial coincide con el espacio vectorial
final: f:V — V.

Nos preguntamos si existe alguna base de V' en la que la expresion del endomorfismo sea
mas sencilla que respecto de otras, en concreto si existe una base B de V' donde la expresion
de f:V — V sea de la forma

(0%} 0 0 T
0 Qo - 0 T
f(xlw"axn): . . . .
0
O 0 - a, Ty
donde (z1,...,x,) son las coordenadas de un vector v € V en la base B y «; € K para todo
1t =1,...,n. Cuando ocurre esto el endomorfismo recibira el adjetivo de diagonalizable.

Definicion 1.1. Sea (V+,.) un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Diremos que el endo-
morfismo T : V — V es diagonalizable si existe una base B de V tal que la representacién
de T en dicha base es una matriz diagonal D.

Si A= Mp(T) diremos que A es diagonalizable si T" es diagonalizable.

Definicion 1.2. Una matriz A € M,,(K) es diagonalizable si existe una matriz invertible
P € M,(K) tal que D = P~'AP es una matriz diagonal. (A y D son semejantes).

2. Autovalores, autovectores y autoespacios

Sea (V,+,.) un espacio vectorial sobre Ky 7" : V' — V un endomorfismo.

Definicion 2.1. Decimos que A € K es un autovalor del endomorfismo 7T si existe v # 0
tal que T'(v) = Av.

B Ejemplos 2.1.

» 7:V — V con T(v) =0 para todo v € V.

T:V —V con T(v) =v para todo v € V.

T :R?* — R? con T'(z,y) = (y, ).

T :R* — R? con T(z,y) = (y, —).

Definicion 2.2. Diremos que v € V es un autovector de T si existe A € R tal que
T'(v) = Av. Se dice que v es un autovector asociado al autovalor A.
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B Ejemplos 2.2.
» T:V —V con T(v) =0 para todo v € V.
» T:V — V con T(v) = v para todo v € V.
» T:R*>— R? con T'(z,y) = (y,—x).

Observaciones

a) 0 es siempre autovector para todo autovalor.

Cada autovalor estd asociado a mas de un autovector.

)
b) Cada autovector v # 0 estd asociado a un unico autovalor.
c)

)

d) 0 solo es autovalor si la aplicaciéon no es inyectiva.

Proposicién 2.1. Sea (V,+,.) un espacio vectorial sobre K y T : V' — V un endomorfismo.

1. Dado v autovector asociado al autovalor N € K se tiene que a € K es autovec-
tor asociado al autovalor . Por tanto L(v) queda invariante mediante T, es decir,

T(L(v)) = L(v)

2. X es un autovalor de T' <=> el endomorfismo T — A\ no es inyectivo, donde i : V — V
es la aplicacion identidad.

3. 81T no es inyectivo <= A\ =0 es autovalor de T.

Definicion 2.3. Llamamos autoespacio asociado al autovalor A al conjunto

E\) ={veV/T(v) =}

B Ejemplos 2.3.
» 7:V —V conT(v) =0 para todo v € V.
» T:V — V con T(v) = v para todo v € V.

» T:R?>— R? con T(z,y) = (y, ).
Proposicién 2.2. E(\) es un subespacio vectorial de V.

Proposicion 2.3. Sea T : V — V wuna aplicacion lineal y sean Ay # o dos autovalores de
T entonces E(A\1) N E(\y) = {0}
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Demostracion. Reducciéon al absurdo:
Supongamos existe v € V,v # 0 tal que v € E(A1) N E()\2) entonces

v E E(/\1> T(U) == )\17} . )\1 = /\2 3
v E E()\) } — T(v) = Auv — A=A = v=01

Observar que

E(\;) = ker(T — X\i)

y que 0€ E()\)

Proposiciéon 2.4. Sea V un espacio vectorial sobre K y T : V. — V un endomorfismo.
Sean A1, -+, A\ autovalores de T todos distintos entre si. Sean x1,--- ,T,, autovectores de
T asociados a los autovalores anteriores con x; # 0V i = 1,--- ,m, entonces {x1, -+ , Ty}
son linealmente independientes. (m < n)

Demostracion. Hacemos induccién:
1. n = 2. Obvio por la proposiciéon anterior.
2. Supongamos cierto para n = k
3. Sean ahora zq, - - - , Tk, T4 autovectores de 1" asociados a los autovalores Ay, - - -, Ak, Apr1
k+1

v a; € Kparatodoi=1,...,k+ 1 tal que Z a;z; = 0. Entonces
i=1

T(C i) = 0 } . St T (x;) =0 } = S @i =0 }
)\k+1(2§:+11 ;r;) =0 >\k+1<2f:11 a;z;) =0 Zfill A1 = 0

—A T — = AT — Q1 A1 Thpr = 0
QA 101 + -+ A1 T + Q1 A1 T = 0
Oél(>\1 — )\k+1>l‘1 + -+ Oék(>\k - )\k+1)xk =0

Y usando la hipdtesis de induccién llegamos

N —Nept) =0Vi=1,..  k "2 q,=0Vi=1,... k

Por tanto si
k+1
Zaixi:() — OéZ:OVZ:L,k—l—l

i=1
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Corolario 2.1. i V un espacio vectorial sobre K de dimension n yT : V — V un endo-
morfismo el numero mdzimo de autovalores distintos que tiene T es n.

Definicion 2.4. Sea A € M, (K). Decimos A € K es autovalor de A si existe una matriz
columna no nula X € M, (K) tal que AX = A\X.

Definicion 2.5. Sea A € M, (K). Decimos que una matriz columna X € M,;(K) es un
autovector de la matriz A asociado al autovalor A € K si AX = \X.

3. polinomio caracteristico de un endomorfismo

Teorema 3.1. Sea V un K espacio vectorial de dimension n, B = {vy,...,v,} una base de
V,T:V —V un endomorfismo y A= Mg(T). Entonces
A € K es un autovalor de T <= det(A — \I) = 0.

Demostracion. Si A € K es un autovalor de T' <= dv € V, v # 0 tal que

Tw)y= <= (T—Xi)(v) =0 < ve€ker(T — i) < rag(T — \i) <n

[ |
Proposicién 3.1. A € K es un autovalor de A € M,(K) <= det(A—X) =0
Definicion 3.1. Sea V un K espacio vectorial de dimensién n, B = {vy,...,v,} una base
deV,T:V -V y A= Mg(T). Se llama polinomio caracteristico de 7" al polinomio
app — A a1 T Qan1
a Aoy — A - an,
pr(N) =det(A-An=| 00 P = P () A L
Q1n Q2n, st Qpp — A

Observaciones

= La definicion del polinomio caracteristico no depende de la matriz asociada al endomor-
fismo elegida, es decir, siy C' = Mg (T) se tiene que C' = P~'AP donde P = MpgC
y por tanto
pr(A) = det(C — AI) = det(A — \I)

= el termino independiente del polinomio caracteristico es Pr(0) = det A

» El coeficiente de \* 7! es la traza de la matriz A: ¢,,_; = trA.
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= )\ € K es un autovalor de T' <= )¢ es una raiz del polinomio caracteristico de 7', es
decir si y solo si pr(Ag) = det(A — A\gl) = 0.

B Ejercicios 3.1. Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y autoespacios del
siguiente endomorfismo

L f:R* = R?con f(z,y) = (z+y,y)
2. f:R*—=>R3con f(z,y,2)=(r+y—z,0+y+z,—c+y+2)

3. f:Ry[z] — Rylx] con f(ax? + bz +¢) = (a+b)a* + (3a+ b+ 6¢)x + (a + b+ 3¢)

Definicion 3.2. Se llama multiplicidad algebraica de un autovalor A\g € K, y lo denotamos
por M4()o), a su multiplicidad como raiz del polinomio caracteristico.

Definicion 3.3. Se llama polinomio caracteristico de la matriz A € M,,(K) al polinomio
Pa = det(A — )\I)

Proposicién 3.2. Sea A € M,(K) y Ao € K Entonces:

Ao es autovalor de A <= Pa(X\g) =0

B Ejercicios 3.2. » Calcular los autovalores, autoespacios y polinomio caracteristico
de las siguientes matrices

0 -1 2 -1 3 -1 0 00
A=10 -1 0 B=|-3 5 -1 C=10a 0
-1 1 -3 -3 3 1 a 0 0

= sabemos que la matriz

0,1,—1). Hallar los elementos de dicha
matriz asi como sus autovalores.

Proposicion 3.3. Sea V un K espacio vectorial de dimensionn, T : V — V un endomorfis-
mo y Ao € K un autovalor de T'. Si la multiplicidad de Ny como raiz de pr(\) (multiplicidad
algebraica) es Ma(Xo) = k, entonces

1 < dim E(X) < k
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Demostracion. Es evidente que al ser F/(\g) un subespacio vectorial entonces 1 < dim E(\g).

Para el otro lado de la desigualdad supongamos que dim E(\g) = p. Tomamos B =
{v1,...,v,} base de E()\g) y la prolongamos a B" = {vy,..., v, Wpi1,. .., w,} hasta obtener
base de V. Entonces

A0 - 0
0o M - 0
. N .. N A
pr(Xo) = Mp (T — Xi)| = 0 0 )\ = (A= Xo)Pq(N)
0 B -)\1

4. Diagonalizacion de Endomorfismos y matrices cuadradas

Teniendo en cuenta la definicion 1.1 se tiene que

Proposicién 4.1. Un endomorfismo T de V' es diagonalizable <= existe B = {ey, -+ ,e,}
base de V' formada por autovectores de T.

De la proposicion 2.4 se deduce

Proposicion 4.2. Sea V un K—espacio vectorial y T : V. — V un endomorfismo. Sean
AL, c o+, A autovalores de T todos distintos entre si. Entonces la suma de los autoespacios
es directa, es decir,

Teniendo en cuenta las definiciones 1.1 y 1.2

Proposicion 4.3. Si T es un endomorfismo diagonalizable y A es la matriz de T en un
base B de V., A = MgT, entonces A es diagonalizable, es decir, existe una matriz invertible
P € M,(K) y D una matriz diagonal tal que D = P~*AP. Reciprocamente si A € M, (K)
es una matriz diagonalizable, cualquier endomorfismo cuya matriz en una base B de V' se
represente por A es diagonalizable.

Definicion 4.1. Sea V un K—espacio vectorial y A € K un autovalor del endomorfismo
T :V — V. Llamamos multiplicidad geométrica de A € K, Mg()\), a la dimensién de su
autoespacio.
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Teorema 4.1. Sea V un K—espacio vectorial con dimV = n > 1. Un endomorfismo T :
V — V es diagonalizable si y solo si se cumplen las dos siguientes condiciones:

i) El polinomio caracteristico Pr(\) tiene n raices (autovalores) en el cuerpo K, iguales
o distintas. Fs decir, si A1, ..., Ay son las raices de Pr(\) entonces

it) Para todo i =1,...,m se verifica que

Corolario 4.1. Sea V' un espacio vectorial sobre K, con dimV =n, si T tiene n autovalores
distintos dos a dos entonces T es diagonalizable.

B Ejercicios 4.1.
1.- Estudiar si el endomorfismo T : R* — R* defino por
T(x,y,z,p) = 22,2y, —x —y + z,p)
es diagonalizable.

2.- Estudiar si la matriz

-1 0 1 1
2 -1 1 -1
A= 1 0 -2 2
1 -1 1 O

es diagonalizables.

3.- Estudiese segun los valores de « la posibilidad de diagonalizar la siguientes matrices

en K
1 -2 -2—« l+a —«o a 2100
0 o a O
0 1 «Q a+2 —a a-—1 00 o a
0 0 1 a+2 —1 0 00 0 a
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4.-

5.

Sea T : R* — R* dada por:
T(xh T2,T3, $4) = (xl + axo, To, ax3 + Ty, —T3 — Cll‘4)

. Para qué valores de a, T es diagonalizable?

La posicion de una particula en el espacio en el tiempo n + 1 viene dado por las
ecuaciones

Tn+1 _3/2 3 0 Ln
Yni1 | = [ —1/2 -1 0 N yn
ot 2 2 —1/2 2z

Estudiar su posicién a lo largo del tiempo.

Encontrar dos funciones z(t), y(t) : R — R tales que z(0) = 1, y(0) = 2 y cumpliendo
que
() =1/2 z(t) — 1/2 y(t)
y'(t)=—-1/2 z(t) + 1/2 y(t), paratodot € R.

2
2
—1

v = <—(1]1> , Uy = (é) , se pide:

a) Determinar los autovalores A; y Ay correspondientes a los autovectores dados, asi co-
mo los parametros a, b, ¢, d.

1
Dada la matriz A = b|,abc,deR, delaquese conocen los autovectores
d

o 2 =

b) Hallar el tercer autovalor y los autovectores correspondientes.

En un bosque de robles se ha detectado la presencia de tres especies de hongos perjudi-
ciales para los arboles a las que denotaremos por a, b y c. Tras el tratamiento durante
un mes de un producto especifico, al final del mes se observa, en cada roble, que solo
quedan la mitad de la cantidad inicial de hongos de tipo a que habia principios de
mes, el 20 por ciento se ha transformado en hongos del tipo b y el resto en hongos
del tipo c. De la cantidad de hongos que habia al principio del mes del tipo b se han
transformado a final de mes el 20 por ciento en hongos del tipo a y el 40 por ciento en
hongos del tipo c. De la cantidad de hongos que habia al principio del mes del tipo ¢ a
final de mes sigue quedando el 80 por ciento y el resto se ha transformado en hongos
del tipo a. Suponiendo que se tienen inicialmente 350 hongos del tipo a 490 hongos del
tipo b y 210 hongos del tipo ¢ ;Cudl sera la poblacién de hongos a largo plazo en cada
roble?

Endomorfismos Nilpotentes
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Definicion 5.1. Diremos que f € End(V) es un nilpotente si existe k£ € N tal que
fofo...of:szo_
—_—
k—veces

Definicion 5.2. Sea f nilpotente. Llamamos orden de nilpotente de f al minimo k£ € N
tal que f* =0, es decir
k=min{fneN: f"=0}

Definicion 5.3. Sea A € M, (K). Si A*¥ = 0 para algtin k € N, entonces A es una matriz
nilpotente. Si p es tal que A¥ =0y A1 £ 0, se dice que A es nilpotente de orden k.

B Ejemplos 5.1. 1. T € End(R?), definido por:

T(x,y) = (y,0)
2.
1100
1010
A=1_101 ¢
1010

3. T € End(R,[z]), definido por:

Proposicién 5.1. Sea T' € End(V') y B una base de V. Entonces

T es nilpotente <= MpT es nilpotente.
Observaciones.
1. Sea T" un endomorfismo nilpotente de orden de nilpotencia p, entonces

JveV /TP v)#0

2. Sea T un endomorfismo nilpotente de orden de nilpotencia p, entonces

T =0, Vm > pk

Proposicion 5.2. Los endomorfismos nilpotentes sélo tienen al cero como autovalor.

Proposicion 5.3. Todo f endomorfismo nilpotente con f # 0 es no diagonalizable.
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Demostracion. Como el unico autovalor es A = 0 entonces py(A) = A\¥q(\)
ma(0) =k <dimV =n = f no es diagonalizable

ma(0) =k =dimV =n — {mG(O)ImA(O): z jiEO

ma(0) < my(0) = no es diagonalizable
|

Proposiciéon 5.4. SeaT" un endomorfismo nilpotente no nulo y sea k su orden de nilpotencia.
Entonces se tiene el siguiente encadenamiento:

k wveces

{0} =Hy CkerT CkerT> C 7 CkerTF =ker(To---0T) =V

Proposicion 5.5. Sea T' un endomorfismo nilpotente no nulo y sea k su orden de nilpoten-
cia. Dado v € ker T* con v & kerT*™! se tiene que {T* (v),T*2 ... v} es un conjunto
linealmente independiente.

B Ejemplos 5.2.

A=[-5 -2 -6 B =
s 1 3 0001
0000

Definicion 5.4 ( Matriz Elemental Nilpotente). Llamaremos Matriz Elemental Nilpo-
tente de orden £k a la matriz cuyos elementos son todos nulos excepto los situados inmedi-
atamente encima de la diagonal principal que son unos.

0100
0 1 8 (1) (1) 0010
0 0 00 0 0001
0000
La matriz elementales Nilpotentes de orden k
0100 ---0
0010 0
0001 0
0000 1
0000 0

B Ejemplos 5.3.
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sea f:R5 — R® un endomorfismo cuya matriz en la base canénica es

01123 0001 3
00012 00000
Mg f=A=]00 0 0 1 Mg f>=10 0 0 0 0
00000 00000
00000 00000

00000

00000

Mg f2=10 00 0 0

00000

00000

Asi pues f es nilpotente de orden 3.

ker f = L{(1,0,0,0,0)(0,1,—1,0,0)}
ker f? = L{(1,0,0,0,0)(0,1,0,0,0)(0,0,1,0,0)(0,0,0,3,—1)}
ker f* = R®

Observar que:
{0} S ker f  ker f* C ker [ =R’
Sea W; un subespacio de R® tal que
ker 2 = ker f2 @ W,

Puesto que dimker f3 = 5 y dimker f2 = 4 se tiene que dimW; = 1. Podemos
suponer entonces

Wy = L{(0,0,0,1,0)} = {es}.

Observar que
eqs Eker f3 < f3(eq) =0
es & ker f2 < f%(e4) # 0.

Sea W, un subespacio de R® tal que

ker 2 = ker f @ W,

Puesto que
dimker f? =4 , _
dimker f = 2 } — dimW; =2
f*(f(ea)) =0 = f(ea) € ker f?
f(f(ed)) #0 = f(ea) ¢ ker f
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por tanto, f(e,) € Wy. Tomamos ahora un vector v € ker f2 y v ¢ ker f tal que {f(e4),v}
sea una base de W5 por ejemplo

Wy = L{f(0,0,0,1,0),(0,0,0,3, —1)} = L{f(e4),v}.

Sea W5 un subespacio de R® tal que
ker f = {0} & W3

Puesto que
dimker f = 2

dim{0} = 0 } = dimWs3 =2

f(f*(ed)) =0 — 12(ey4) € ker f
f(f(v) =0 — f(v) € ker f

por tanto, f%(e4), f(v) € W3. Tomamos ahora por ejemplo

W3 = L{f2(070707 170)7 f(07070737 _1)} = L{f2(64),f(1))}-

ker f% = ker f2 & L{(e4)}
ker f* = ker f @ L{f(e4), (v)}
ker f = {0} ® L{f*(ea), f(v)}
Asi pues

R® = ker f* = L{f*(ea), f(v)} ® L{f(ea), (v)} © L{ea}.
Por tanto

B = {f*(ea), f(ea), (ea) f(v), (v)}

es una base de R® y la matriz del endomorfismo f en dicha base es

01 0|0 0
00 1/0 0
Mgf=| 00 0]0 0
0 0 0]0 1
00 0/0 0

B Ejemplos 5.4.

Sea f:R!Y — R un endomorfismo cuya matriz en la base candnica es

Pégina 13



Diagonalizacién
y Formas candnicas en la semejanza

Dep. Mat. Aplicada
E.T.S.I. de Montes

(.
—_

| —_
—_

Mp f=A=

O OO OO OO o oo
O OO OO OO OO
OO OO OO OO+ O
[l ol ool =l
O OO OO oo
S OO O+ OO O oo

|

—_

|

—

|

—_

|
—

Mp, f* =

S OO O OO oo oo
S OO O OO oo oo
SO DD DO DD OO o
el eleoleloBoNel e
SO OO OO oo oo
S OO OO O oo oo
S OO OO O oo oo

OO OO OO oo

S OO oo

Mg, f? =

S OO OO oo oo
SO O OO oo oo
SO DD DO DO OO
SO DD OO DO OO
SO DO DD oo oo
S OO OO o oo o
S OO OO oo oo
S OO OO oo oo
S OO OO oo oo

5 OO OO OO o oo
s}

~~
B
|
(@)

Asi pues f es nilpotente de orden 4.

ker f = L{e1,e5 — ea + e3 —ey4,e3 + €6 — €7,€10 — €9}
ker f2 = L{el, €9, €g, €10, €9, €5 + €3 — €4,€68 — 67,}
ker f* = {e1, ez, €3, €6, €7, €5, €10, €9, €5 — €4}

ker f4 =R

Tenemos asi la siguiente cadena de nicleos

{0} C ker f C ker f2 C ker f? C ker f* = R™.
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Sea W, un subespacio de R tal que

R = ker f* = ker f3 @ W,

Puesto que
dimker f* = 10

dimker f3 =9 } — dimWy =1

Luego si By, = {v} es una base de W) entonces v debe de verificar

v Eker f{ > fi(v) =
véker f° = fi(v) #

podemos entonces suponer que v = ey.

BW'1 = {64}.

Sea W5 un subespacio de R tal que

0
0

ker 3 = ker f* @ W,

Puesto que
dimker f3 =9

dimker f2 =7 } = dim Wy = 2.

Teniendo en cuenta que

f2(flea)) = fHea) =0 = f(ea) € ker f?
f2(flea)) = fP(es) #0 = fles) ¢ ker f?

buscamos ahora un vector v € R tal que {f(es),v} sea una base para W,. Observar que
v € ker f3, es decir, f3(v) =0y v ¢ ker f2, esto es, f%(v) # 0. Por tanto, podemos tomar
v = er.

}:» Fles) € W

BW2 = L{f(€4), 67}.

Sea W3 un subespacio de R tal que

ker f2 = ker f @ W

Como

{ dimker f2 =17 e dim W, =3

dimker f =4

f2(f*(ea)) = f4(€4) =0 = f?*(eq) € ker f?
(f2(e4>> fHea) #0 = f2(es) ¢ ker f
f2(f(er)) = f3(er) =0 = f(er) € ker f?
fler) #0 — f(e7) ¢ ker f

— f2(64),f<67) e Ws
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Buscamos ahora un vector v’ € R'® tal que {f?(e4), f(e7),v'} sea una base para Wi.
Observar que v' € ker f2, es decir, f2(v') = 0y v' ¢ ker f, esto es, f(v') # 0. Por tanto,
podemos tomar v’ = eg y

By, = L{f*(e4), f(e7), €9}

Sea W, un subespacio de R tal que

ker f = {0} & W,
Como dimkerf=4 — dmW,=4y
f(f(es)) = fHea) =0 = [f’(ea) Eker f
0 = f

(
F(f2(en)) = fi(er) = 2er) eker f o= [ea), f*(er), f(eg) € Wi
f(f(es)) = f*(ea) =0 = f(eo) € ker f

Buscamos un vector v” € R° tal que {f3(e4), f*(e7), f(eg),v”} sea una base para Wj.
Observar que v” € ker f, es decir, f(v”) = 0. Por tanto podemos tomar

Bw, = L{f3(€4); f2(€7), f(€9, €10 — 69}-

Asi pues como
ker f* =ker f> @ L{es}

ker % = ker f* @ L{f(ea), er}
ker f2 = ker f & L{f2(€4)7 fer),eq}
ker f = {0} @ L{f*(es), f*(er), f(e9), €10 — €9}

llegamos a

RY = ker f* = L{ea} ® L{f(ea), er} ® L{f*(ea), f(er), €9} ® L{f*(ea), f*(er), f(eg), 10— eo}.

Por tanto
B = {f3(€4)7 f2(€4)7 flea), eq, f2(€7)> fler), ez, f(eg), 9,10 — €9}

es una base de R y la matriz del endomorfismo f en dicha base es
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Dep. Mat. Aplicada

Diagonalizacién

E.T.S.l. de Montes

y Formas candnicas en la semejanza

0
0

0
0

0
0

01 0 00 0 0 0 0 O

1 0j]0 0 0 0 0 O
0O 00 1|{0 0 0 0 0 0
o0 0 0j0 0O OO0 0 O

00 0 0j0 1 0[O0 0 O

0

0

00 0 0j0 0 1|0 0 O

00 0 0j0 0O 0[O0 O O
000 00000 1]0
00 0 00 00
00 0 0 0 00

Mpf =

B Ejercicios 5.1.

1 -2
-2 2
-2 -1

2 1

0
0
0
0

B Ejercicios 5.2. Sea f:R!” — R!% un endomorfismo cuya matriz en la base canénica

€S

-2 0 0

2
-2
—1

-2

0

-2
-1
1
-2

1

-1 0 0

0
0

2
2

o O

-1 0 O

0 0 -1

0

0

Mp, f

-1 0 0

1

1
0

000 -1 —-1
000 O

0

1 0

-1

0 O

000 O

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

000 0
000 O

000 O

000 O

000 O

000 O

Mg, f*
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Diagonalizacién Dep. Mat. Aplicada

y Formas candnicas en la semejanza E.T.S.I. de Montes

00011 -1-1 1 00
0O0000O0O O O O 0O
0O0000O0O O O O 00O
00000 O O 1 00O

Mg f2=10 0000 0 0 —100
0O0000O0O O O O 0O
0O0000O0O O O O 0O
0O0000O0O O O O 0O
0000O0O O O O 00O

Mp, f* =0
Asi pues f es nilpotente de orden 4.
Encontrar la base B tal que

0O 1. 00/0 0 0 OO OO
001 00 0 0 0O 0O
000 10 0 0 0 00
000 0/0 0 0O0OO0ODO
000 0O/0 1T 0O0/00

Mef=1"9 00 0l0o010l0 0
00 0 00 0 0 1700
000 0/0 0 00100
00 00O 0 O0O0TO0O|0 1
00 00O O0OO0OO0OTUO0I0O0

Teorema 5.1 (Forma candnica de un endomorfismo Nilpotente). Sea V' un K-espacio vec-
torial de dimension n. Sea T un endomorfismo de V' nilpotente de orden k < n. Entonces
ezxiste una base B de V' de tal forma que la MgT es la yuxtaposicion de matrices elementales
Nilpotentes a lo largo de la diagonal:

Demostracion. Por ser T un endomorfismo de V nilpotente de orden k& sabemos que
T* =0, y por lo tanto, kerT* = V. Ademds tenemos la siguiente cadena de niicleos

{0} CkerT' CkerT? C --- Cker T" ' Cker TF = V.
Como ker T*=1 C ker T* = V existe un subespacio W, C V tal que

V=kerTF =kerT" '@ W,

Denotaremos por
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r1 = dim W, = dim(ker T%) — dim(ker 7%71).

V=kerTF" =ker T* ' @ L{vy, -+ , v, }.

Observar que por construccion de Wj para todo ¢ = 1,...,r; tenemos que
i) Como v; € ker T* entonces T"(v;) = 0 = T*1(T(v;)) = 0. Por tanto, T(v;) € ker T*!
ii) Puesto que ker T*~1 N W, = {0} entonces a,T'(v1), ..., ., T(vy,,) ¢ ker TH1

i) TE1(v) £0 = TE2(T(v;)) £ 0

Hacemos el mismo razonamiento pero ahora con los nicleos ker 772 y ker 7%~!. Como
ker T%=2 C ker T*~! entonces existe un subespacio W, C ker T*~! tal que

ker Tt =ker TF 2 @ W,y

Denotaremos por

7y = dim Wy = dim(ker 7% 1) — dim(ker T%72).
Para todo i = 1,...,r; tenemos que
1. T(v;) € ker T 1y T'(v;) ¢ ker TF=2,

2. {T(v1),...,T(v,)} son linealmente independientes, ya que en caso contrario existirian
a; € R no todos ceros tal que

aT(n)+ ...+, T(v,,) =0 <= T(aqvy + ...+ apv,) =0.

de donde se deduciria que a;v1+. . .+, v, € ker Ty de la proposicion 5.4 se sigue que
a1+ . ..o v, € ker TF Ly vy +. ..+ v, € Wy pero como ker TF1NW, = {0}
entonces se tiene que av; + ... + a0, = 0y por tanto oy = 0 ya que By, =
L{Ul, s 7UT1}-

3. L{T(v1),...,T(v,)} Nker T2 = {0} ya que en caso contrario existirfa v € ker T%2
tal que anT'(v1) + ...+, T(v,) =y

T2 T(v) + ...+, T(v,) =0 = T" vy + ...+ a,v,,) =0
— o1 +...+a,0, =0 = ¢, =0V = =0
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De aqui concluimos que L{T(v1),...,T(v,,)} & Wa y por tanto dim W < dim Ws. Asi pues,
elegimos vectores {v,, 41, ..., 0} tal que es una
base de Wjs.

Tenemos asi que

V=kerT" = L{v), - v, }@kerTF ' =
= L{vi, v} ® L{T(v1), - T(Ur,), Vpy 1, - - - » Uy } ® ker T2

Hacemos el mismo razonamiento pero ahora con los niicleos ker 7%73 y ker 7%~2. Como
ker T%=3 C ker T*~2 entonces existe un subespacio W3 C ker T%~2 tal que

ker TF 2 = ker TF 3 @ W,

Denotaremos por
r3 = dim W3 = dim(ker T7%7%) — dim(ker 7%7%).
Observar que
1. TF2(T%*(v;)) = T*(v;) = 0 <= T?(v;) € ker T*2 paratodoi=1,...,r.
2. TF2T(v)) =04«= T(v;) €EkerT*2 paratodoi=r;+1,...,7.
3. T?(v;) ¢ ker TF3 Vi=1,....ry yT(v;) ¢ ker TF3 Vi=r +1,...,m
4. {T*(v1),...,T*(vp), T(Vpy41); - - -, T(v,,)} son linealmente independientes.
5. L{T?*(v1), ..., T*(vr,), T(Vpy41), - - -, T(vry) } Nker TH3

es una base de Wj.
Tenemos asi que

V=kerT" = L{v), - -v,}@kerTF ! =
= L{vy, -0} ®L{T(v1), - T(Vp,), Up 1, - -, Uy } © ker TF2
= L{vi,--- v, }®L{T(v1), - T(Vry), U 51, Ury } B
o L{T*(v),...,T? (le),T(vﬁH) T (V) Vrg1s -+ - Vs } © ker T3

Repitiendo el proceso llegamos a que existe un subespacio Wy, C kerT' tal que

kerT = {0} D Wk

Denotaremos por
ri, = dim W), = dim(ker T').

Elegimos vectores {v,, ,+1,...,0,, } tal que
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es una base de Wj.
escribir el espacio V de la siguiente manera:

V =L{vy,...v, }&
L{T(v1), ... T(Up) s Vpy 41y -+ Upy }D
L{TQ(U1)7 s 7T2<UT‘1)>T(UT‘1+1)> s 7T(U7”2)7U7“2+17 - '07”3}@

LT (v1), .. T vn), T 2 (ry1), - - T2 (), - o+, U415
Observamos que r, = dimkerT' y que
k
>,
j=1

Teniendo en cuneta que
k

By =| ) Bw,
i=1
Reordenamos todos estos vectores obtenemos la base:

B ={T"(v)), T**(vy),...,T(v1), v,
Tk71<U2), Tk72(’UQ), e ,T(UQ), ’UQ,

kal(v,,l), Tk*Q(vn), ooy (V) Uy

Tk_2<v7‘1+1)7 Tk_g(v7'1+1)7 s 7T<UT1+1)7 U415
Tk_2<v7’2>> Tk_s(vm)v T >T<UT2>> Urg s
T(Urk—2+1)

T(or,_,)

Urkl-H

Ur }

U )
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Quedando la matriz del endomorfismo en esta base de la forma:

010 - 0
001 — 0
000 - 1
000 - 0
010 - 0
001 - 0
_ 000 i
MpT = 000 -~ 0
01
00
01
00

Observar que de la demostracién del teorema obtenemos:

1. mg(0) = dim(ker T') nos da el nimero de cajas elementales que aparecen.

2. r; = dim(ker T%) — dim(ker T7%~1) nos da el ntimero de cajas de mayor tamafo
3. El orden de nilpotencia nos da el tamano de la caja mas grande.

4. Puede ocurrir que dim W; = dim W;;, entonces T'(Bw, = Bw,,,

B Ejercicios 5.3. Calcular la forma canodnica Nilpotente de los siguientes matrices:

01234 00 3 3
00123 Lo 1
A=]000 1 2 C=
40 4 —4
00001 L0 4
00000

B Ejercicios 5.4. Calcular la forma candnica Nilpotente de los siguientes endomorfismos:
1. T(z,y,z,t) = (0,2 +t,t0)

2. f(a,b,¢c,d) =(0,a,d,0)

2 /

3. Considerando Ry[x] con base canénica {1,z,22 23 21}, el endomorfismo D(p) = p

donde p € Ry[z] y p’ denota la derivada de p.
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6. Autoespacios generalizados. Teorema de descomposi-
ciéon de Jordan

Sea V' un K—espacio vectorial con dim V' =n. Sea T' € End(V') y A € K un autovalor de
T'. Consideramos ahora el endomorfismo T'— Xid : V — V

Proposicién 6.1. E;(\) = ker(T — Xid)" para todo i € N es un subespacio de V con
dim E;(X) < n.

Demostracién. Sean vy, vy € ker(T — Nid)' y a, 8 € K. Entonces

(T — Nid)' (v + Bvz) = a (T — Nid)'(v) +3 (T — Nid)"(v2) = 0

0 0

Proposicién 6.2. ker(T — \id)" C ker(T — \id)"* para todo i € N.

Por tanto podemos formar la cadena de ntcleos

{0} € ker(T — Nid) € ker(T — Nid)? € ... € ker(T — Xid)™ C ker(T — Xid)"™ C ...

Observar que como E;(\) = ker(T — \id)? para todo ¢ € N es un subespacio del espacio
V existird algin m < n tal que ker(T" — Aid)™ = ker(T' — Aid)? para todo p > m.

{0} C ker(T — Nid) € ... € ker(T — Aid)™ = ker(T — \id)™"! = ... = ker(T — \id)"
B Ejemplos 6.1. a) Sea A\ =2 autovalor de T € End(R®) con

200 O 0 00 0 O 0
1 20 0 0 1 00 O 0
Mp (T)=1{0 0 2 0 0 = Mp (T —2id)=10 0 0 0 0
001 -1 O 001 -3 0
010 0 -1 010 O -3
0 0 0 00 0O 00 O 0
0 0 0 00 0O 00 O 0
Mp (T—2id*=| 0 0 00 0 Mp (T—2id*=]10 00 0 0
0 0 -3 90 0O 09 =27 O
1 -3 0 09 -39 0 0 =27
Por tanto tenemos que la cadena de nicleos de del endomorfismo T — 2id € End(R5)
es
{0} € ker(T — 2id) € ker(T — 2id)* = ker(T — 2id)* = ... = ker(T — Nid)" = . ..
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b).- Sea T € End(R%) con A = —2 autovalor de T tal que

2 1 1 1 0 0 01 1 1 0 0
1 -2 -1 -1 1 0 10 -1 -1 1 0
0 1 -2 1 1 1 | 01 0 1 1 1
MeT) =g o 1 2 o 1| MeTFE)=14 4 1 o 5
0 0 0 0 0 -2 00 0 0 2 -2
0 0 0 0 0 -2 000 0 0 0
110 0 0 0 110 0 1 0
000 0 3 —2 000 0 6 —6
s 100 -1 1 -3 s o100 1 41
Mp(T+2id)" = 4 | o 1 -3 5 Mp (T+2id)° = | | § o _{ _7 =
000 0 4 —4 000 0 8 -8
000 0 0 0 000 0 0 0

Entonces la cadena de ntcleos de T + 2id € End(R®) es
{0} € ker(T + 2id) € ker(T + 2id)?* = ker(T + 2id)* = ker(T + 2id)* = ...

Definicion 6.1. Dado A autovalor de un endomorfismo 7" diremos que j € N es el indice
del autovalor )\, y lo denotaremos por () = j, si

i) ker(T — \id)? = ker(T — Xid)? para todo p > j
i) ker(f — Nd)’~" G ker(f — Xid)7.

B Ejemplos 6.2. En el ejemplo 6.1 a). el indice del autovalor A = 2 es i(2) = 2.
En el ejemplo 6.1 b). el indice del autovalor A = —2 es i(—2) = 2.

Definicion 6.2. Llamamos autoespacio generalizado del autovalor A al subespacio

ker(T — Nid)'™

B Ejemplos 6.3.

» En el ejemplo 6.1 a) el autoespacio generalizado para el autovalor A = 2 es el
subespacio ker(T — 2id)?.

» En el ejemplo 6.1 b) el autoespacio generalizado para el autovalor A = —2 es el
subespacio ker(T + 2id)?.

Proposicién 6.3. Si ker(T — \id)'™ es el autoespacio generalizado del autovalor )
entonces se tiene que ‘ ‘
T(ker(T — XNid)'™) C ker(T — Xid)™™.
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Corolario 6.1. La aplicacion

T — Xid|er(r—niayicn = ker(T — Xid)'™ — ker(T — Xid)'™,
es decir (T — Nid) € End(ker(T — Xid)'™) es nilpotente de orden i()\).
B Ejemplos 6.4.

= En el ejemplo 6.1 a) el endomorfismo (T — 2id) : ker(T — 2id)* — ker(T — 2id)?* con
Mp (T —2id) = A

000 0 O 0 0 000 0 00 O 0
100 0 O 0 0 000 0 00 O 0
A=]10 00 0 O A2=10 0 000 /[|A=]0 00 0 0
001 -3 0 0 0 -390 0 09 =27 0
010 0 -3 1 =3 009 -390 0 -27

como ker(T — 2id)* = {3e; + ez, 3e3 + €4, 3¢z + €5}
(T—Qld) (3€1+62) = 3(T—2Zd)(€1)+(T—2ld) (62) = 362+65 — (T—Qld)2(3€1+62) =0

(T—ZZCZ) (3€3+64> == 3(T—2’Ld) (63)+(T—2ld> (64) = 364—364 =0 = (T—Qld)2(3€3+64) =0
(T—2id)(3ey+e5) = 3(T—2id)(e2)+(T—2id)(e5) = 3e5—3es = 0 = (T—2id)*(3ea+e5) =0
obtenemos que (7" — 2id)|ker(r—2:ia)2 €s nilpotente de orden 2.
= En el ejemplo 6.1 b) el endomorfismo T + 2id : ker(T + 2id)? — ker(T + 2id)* con
01 1 1 0 O 110 O O O
10 -1 -1 1 0 000 0 3 =2
o1 o 111 s 100 -1 1 -3
My (TH2id) =g g 1 g —g —q| MelTH2d7 =1 4 | 3 3
00 0 0 2 =2 000 0 4 —4
00 0 0 0 O 000 0 0 0
110 0 1 O
000 0O 6 -6
010 1 4 -1
Mp (T2 =11 g g -1 _7 3
000 0 8 =8
000 0 0 0

como ker (T + 2id)* = {e; — €3 + €4, €3}

(T + 2id)(e3) = €1 — ea + e, = (T — 2id)*(e3) =0
(T + 2id)(e1 — €5 + e4) = 3(T + 2id)(e1) — (T + 2id)(e2) + (T + 2id)(es) =
262—(€1+63)+61—€2+63:O —— (T—Q’id>2(€1—€2+64) =0

obtenemos que (1" + 2id)|ier(1+2ia)2 €S nilpotente de orden 2.

Pégina 25



Diagonalizacién Dep. Mat. Aplicada
y Formas candnicas en la semejanza E.T.S.I. de Montes

Proposicion 6.4. .
1 < dimker(T — Xid)'™ < m4(N).

Corolario 6.2. FEl indice del autovalor \ es siempre menor o igual que su multi-

plicidad algebraica
1 <i(A) <ma(N)

B Ejemplos 6.5. Sea el endomorfismo f: (R)° — (R)® con

-3 1 -3 -3 =2

2 0 1 2 2
Mg f=|2 -1 2 2 2
0 0 0 -1 0
2 -1 3 3 1

con polinomio caracteristico

pr(N) = [Mp, f—= M| =X + 2 =2X3 — 22 2 L A+ 1= (A - 1)) (A + 1)
Por tanto tenemos

My(1) =2
A=1 =4 i(l)<2
dim[ker(T — id)"™] = m4(1) = 2

My(—1) =3
A=-1 =< i(-1)<3
dim[ker(T + id)'V] = m4(—1) = 3

\

Como par A = 1 tenemos que dim(ker(f —id)) =1

-4 1 -3 -3 -2

2 -1 1 2 2
Mp(f—id)=|2 -1 1 2 2 ker(f —id) = {(~1,1,1,0,1)}

0 0 0 -2 0

2 -1 3 3 0

y sabemos que dim[ker(T" — id)*] = 2 entonces (1) = 2.

Por tanto la cadena de nicleos queda:

{0} € ker(f —id) € ker(f —id)* = ker(f —id)* = ...

Como par A = —1 tenemos que dim(ker(f +id)) =1
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—2 1 -3 -3 -2
2 1 1 2 2
Mg, (f +1id) = 2 -1 3 2 2 ker(f +id) = {(0—1,1,0,1)}
0O 0 0 0 0
-2 -1 3 3 2

4 4 -8 —4 —4
—4 0 4 4 4

Mp (f+id)?=| -4 —4 8 4 4 ker(f+id)* = {([1,0,0,—4,5),(0,1,1,0,—1)}
O 0 0 0 0
4 -8 20 16 12

y sabemos que dim[ker(7 + id)"~1] = 3 entonces i(—1) = 3.

Por tanto la cadena de nicleos queda:

{0} € ker(f —id) C ker(f —id)* C ker(f —id)* = ...

Teorema 6.1 (Teorema de descomposicién de un espacio vectorial. 5.10). Sea V' un
espacio vectorial sobre un cuerpo K finitamente generado, dimV = n, T" un endomor-
fismo de V. Supongamos que todas las raices del Pr(\) estdn en el cuerpo K. Sean
A1y, Ag los autovalores distintos de Pr, con ma(N;) las multiplicidades algebraicas
de \;. Entonces:

Z) V = ker(T — /\ﬂ.d)m"‘(’\l) b---P ker(T — /\qid)mA(Aq)
i) T(ker(T — \id)™4X)) C ker(T — \jid)™a ) i=1,--.q

i) dim[ker(T — A\id)™A )] = m4(\)

Observar que puesto que i(\) < m4()) se tiene ker(T — Xid)*™ = ker(T — Nid)™+ ™) y
por tanto:

i) V =ker(T — \jid)'™) @ - - - @ ker(T — \jid)**0)
i) T(ker(T — \id)'™)) C ker(T — \id)'™)  i=1,--- ¢
i) dim[ker(T — \;id)" )] = m4(\;)

B Ejemplos 6.6. 1. Sea

1 -3 0 3
-2 —6 0 13
A 0 -3 1 3
-1 -4 0 8
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la matriz asociada a f : R* — R* en la base candnica.

Tenemos

prO) = A=A = (1= A =0 —> A=1 {

Por tanto, f no es diagonalizable.

Fijémonos en el endomorfismo (f —id) : R* — R* cuya matriz en base canénica

cS
0 -3 0 3 390 —18 0000
-2 -7 0 13 , [1 30 —6 s (o000
“=1lo 30 3| (390 -8 “ =100 0 0
1 -4 0 7 130 —6 0000

Obtenemos asi, que

i(1) =3
ker((f — id)'V) = ker((f — id)?)
Formamos su Cadena

{0} G ker(f — id) G ker((f — id)?) G ker((f — id)*) = R,
donde

ker(f —id) = L{(3,1,0,1),(0,0,1,0)
ker((f —id)*) = L{(-3,1,0,0),(6,0,0,1),(0,0,1,0)}
R* = ker((f —id)?)

R* = ker((f —id)*) = ker(f —2id)> @ W,, Wi = L{(1,0,0,0)}
ker(f —id)? = ker(f —id)®Wa, W,y = L{(f —id)(1,0,0,0)}
ker(f —id) = {0} @ Ws, Ws= L{(f —1id)*(1,0,0,0),(0,0,1,0)}

Por lo tanto
B=A(f- id)2(1,0, 0,0), (f —id)(1,0,0,0),(1,0,0,0),(0,0,1,0)}

es una base de R* y la matriz de (f —id) en B es
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Mp(f —id) =

o O O
o O = O
o O OO

luego Mp(f) = Mp(f —id)+ I, es decir,

2. sea T :R> — R® un endomorfismo cuya matriz en la base canénica es

200 0 O

120 0 0
002 0 0
001 -1 0
010 0 -1

El polinomio caracteristico de T' es
pr(\) = (2= A (=1 =)

asi pues los autovaloresde T'son Ay =2 y Ay = —1 con mu(2) =3 my(—1) =2.
Puesto que

000 0 0 30000
100 0 0 13000
Mp (T —2id)=]0 00 0 0 Mp,(T+id)=]0 0 3 0 0
001 -3 0 00100
010 0 -3 01000

se tiene que mg(2) =2 y meg(—1) = 2 por lo tanto 7" no es ni diagonalizable ni
nilpotente.

Nos fijamos ahora en el endomorfismo (7' — 2id) : R5 — R

000 0 0 00 0 00
100 0 0 00 0 00
My (T—2id)={0 0 0 0 0 Mp (T-2id)*=]0 0 0 0 0
001 =3 0 0 0 —3 90
010 0 -3 1 -3 0 09
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0O 00 0 O 0 0 0 O

0O 00 0 O 0 0 0 O

Mp (T—2id?*=| 0 00 0 0 Mp (T—2id)*=0 0 0 0

0 09 =27 0 0 0 =27 81

-390 0 27 9 =21t 0 0

ker(T — 2id) = L{3es + e5,3e3 + e4}

T — 2id)* = L{3e; + €3, 3es + €5, 3e3 + €4}

T — 2id)* = L{3e;, + €3, 3¢5 + €5, 3e3 + ¢4}

T —2id)" = L{3e; + €9,3e5 + €5,3e3 + €4} Vn > 2

-
@
=

/N /N

Consideremos ahora el endomorfismo 71" — 2id pero en vez de definido en todo
R® definido sélo en ker(T — 2id)* C R® es decir

T = (T — 2id)|yer(r—2a) : ker(T — 2id)* — ker(T — 2id)?

7 es nilpotente ya que 72 = 0, es decir, ker 72 = ker(T — 2id)?. Por tanto, como
ker 72 = ker(T — 2id)* = T? para todo p > 2, tenemos la siguiente cadena de
nucleos

{0} G ker T G ker T°.
Sea W; un subespacio de ker(T — 2id)? tal que

92 2 _
ker(T' — 2id)* = ker 7° =ker T & W)

3 2 1

luego
BV[/1 = {361 + 62}

Sea Wy un subespacio de ker(T — 2id)? tal que

kerT = {0} @ W2
2 2

Bw, ={7(3,1,0,0,0),(0,0,3,1,0)} = {(0,3,0,0,1),(0,0,3,1,0)}

se sigue

ker72 = kerT@Wl = W2 @Wl

Por lo tanto B = {7(3,1,0,0,0),(3,1,0,0,0), (0,0,3,1,0)} es una base de ker((7'—
2id)?) y la matriz de (T — 2id)|er((1—2ia)2) €n B es
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010

Mp(T — 2id) |xex((7—2i02) = {0 0 0

0 00

luego Mp(T |ker((r—2id)2)) = Mp((T' — 2id)|xer((r—2ia)2)) + 21, es decir,

210
Mp((T|xer((r—2i02))) = [0 2 0
00 2

Tomemos ahora el endomorfismo (T + id) : R® — R®

Mg (T +id) =

S OO~ W
_ o O Ww o
S = W oo
S OO OO
S OO OO

Como
ma(—1) =2 = dimker((T +id)"™")  dim (ker(T +id)) = 2

obtenemos que ker((T + id)"=Y) = ker((T + id)?) y i(—1) = 2.

ker(T + id) = L{es,e4}

Consideremos ahora el endomorfismo 7" + id pero en vez de definido en todo R®
definido sé6lo en ker(T + id) C R® es decir

T = (T + id) |xex(14iq) : ker(T + id) — ker(T" + id)

El endomorfismo T es nilpotente ya que ker T'(ker(7" + id)) = 0. Por tanto, como
ker T = ker(T'+id) = TP para todo p > 1, tenemos la siguiente cadena de niicleos

{0} & ker T = ker(7T" + id).

Sea Wi un subespacio de V tal que

ker rf ={0}® W,
2

luego
By, = L{(0,0,0,0,1),(0,0,0,1,0)}
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se sigue que B = {(0,0,0,0,1),(0,0,0,1,0)} es una base de ker((7" + id)) y la
matriz de (17" + id) xer((7+iq) €0 B es

Mp(T +id) = (8 8)

luego Mp(T |ker(r+ia)) = Mp(T + id)|er(r+ia) — I, es decir,
-1 0
Ma(Tlren)) = (" 0))

Resumiendo

-1 0
MB((T|ker((Tf2id)2))> = MB<<T|ker(T+id))) _ < 0 _1)

S O N
SN =
N O O

Si tomo la base

B = {(T — 2id)(3, 1,0,0,0), (3, 1,0,0, O), (0, 0,3,1, O), (0, 0,0,0, 1), (0, 0,0,1, 0)}
de R® tenemos

o T((T —2id)(3,1,0,0,0)) = (2,0,0,0,0)

e T((3,1,0,0,0)) = (1,2,0,0,0)

e T7(0,0,3,1,0)) = (0 0,2,0,0)
(
(

e 77(0,0,0,0,1) = (0, —1,0)
e T7(0,0,0,1,0)) = (0000 —1)
21 070 O
0 2 0[]0 O
Mg(T)=] 0 0 2,0 0
00 0]-1]0
0 0 0 0]1
B Ejercicios 6.1. Encontrar la forma canénica de Jordan correspondiente a las siguientes
matrices
-3/2 =1/2 0 0 0 0 0
3/2 1/2 0 0 0 O 0
0 0 2 1/2 0 —1/2 1/2 10 1+a 8 8 8 a3
o 0 0 2 1 -1 1 0 1 3+2a b0 o
0 0O 0 0 2 0 1 00 a 000 a
0 0O 0 0 0 2 1
0 0O 0 0o 0 O 2
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7. Forma canonica de Jordan de un endomorfismo

Definicion 7.1 ( Matriz Elemental o Reducida de Jordan). Llamaremos Matriz Elemental
o Reducida de Jordan de orden k y autovalor A a la matriz de orden k£ cuyos elementos son
todos nulos, excepto los de la diagonal principal, que valen A, y los situados inmediatamente
encima de la diagonal principal, que son unos.

matriz elementales de Jordan de orden 1,2,3,4,....n
A1 00 - 0
A1 0 0 0 A 10 0
()\))\1 éi? 00X 10 00 A1 0
0 A 00 A 00 A1 L
0 0 0 A 0000 --- 1
0000 --- A

Definicion 7.2 (Matriz de Jordan). Llamaremos Matriz de Jordan a cualquier matriz
cuadrada formada por la yuxtaposicién de matrices elementales de Jordan a lo largo de la
diagonal, de la forma

I,

S
MyT = A

I

q

Teorema 7.1 ( TEOREMA DE JORDAN). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo
K finitamente generado mo nulo, sea T un endomorfismo de V y tal que sus autovalores
pertenecen a K. Entonces existe una base ordenada B de V' con respecto a la cual la matriz
asociada a T es una matriz diagonal por cajas de la forma:

I,
J
MpT = .
Iy
(observar que esta matriz no es unica.)
B Ejercicios 7.1. 1. Calcular matrices de Jordan para cada una de las siguientes ma-
trices y las matrices de paso P correspondientes
9 0 1 0 3 1 2 -4 0 1 1 -1 -1 -1
0 -2 0 1 1 -1 1 =3
0 -1 0 2 -1 -1
1 0 o0 9 1 4 0 1 2 —4 -1 -1 1 -1
0 1 0 -2 1 -3 1 -1
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-1 —2—a 3+2a 00 a —a 1 1-—2a 3a 0 —a
0 —3—2a 3+3a 1 0 —3a® 1 0 1 —a 2a a
0 —2—2a 2+ 3a 0 1 3a 1 -1 a a 0 a

1 11 1

1 a+ 1 —a—1 —2a 0 1 1

1 —a—-—1 a+4+1 2a-2 )
0 0 0 1—a ST
000 ---1

2. Feb 00.- Calcular la forma canénica de Jordan J de la matriz

b 0 0 O
_la+2-b a -1 0
A= 0 0 b O
a+1—b 0 0 a

Hallar la matriz de paso P, de modo que J = P! - A . P, segtin los distintos valores
de los parametros reales a y b.

3. Sep 00.- Sea a € R. Se considera la aplicacién lineal

T.: Rs[z] — Rs[z]
p o Tu(p)

donde T, (p)(z) = 2x)=rla)

r—a

Calcular la forma canoénica de Jordan de T}, y una base para T,.
4. Mayo 00.- Sea el espacio vectorial R?[z] de los polinomios con coeficientes reales de
grado menor o igual que 3 y fijamos la base de R3[z]
B={l,2> —x+1,2° — 2* 2°}

Consideremos la matriz

0 1 -2 0
0 -2 2 0
A= 0 -2 -1 -3
0o 2 1 3

Sea T :R3[z] — R3[z] la aplicacion lineal tal que su matriz asociada a la base B es
Mgp(T) = A. Calcular la forma candnica de Jordan, J, de la matriz A y una base B’
de los polinomios de R3[x] tal que Mp/(T) = J.

5. Jun 99.- Hallar la forma canénica de Jordan de f : R” — R” una aplicacién lineal de
la que sabemos que tiene dos unicos autovalores y que:

a) dimker f* — dimker f3 = 1.

Pégina 34



Diagonalizacién Dep. Mat. Aplicada
y Formas candnicas en la semejanza E.T.S.I. de Montes

b) fA(v) =0 Vv € ker f5.
¢) ker(f — 3id)* = L{(1,0,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0,0)}.
d)dimker(f — 3id) < dimker(f — 3id)3.

6. Feb 99.- Sea B = {v;,vs,v3,v4} una base de R*. Encontrar una aplicacién lineal
T:R* - R* tal que ImT = L{vy +vy,v3+v4} v kerT? =R*% Dar la matriz, A,
asociada a T en la base B de R* su forma canénica de Jordan J y una matriz de
Ptal que A= P 1JP.

7. Jun 98.- Definir un endomorfismo 7T : R* — R* que verifique:

a) El autoespacio generalizado asociado al 2 es Vo = {(x,y,2,t) € RY\ y = 0; = —
z—t=0}.

b) T(1,0,1,0) = (3,0,2,1).

¢) |M| =4 donde M es la matriz de T en la base canénica.

d) Existe un A > 0 tal que (T —\I)(1,1,0,0) = (1,—1,1,-1) y (T—AI)*(1,1,0,0) =
(0,0,0,0).

Dar la forma canénica de T', Jr v la matriz de cambio de base @ tal que M = Q~1JrQ.

8. Mayo 96.-.- Sea f : R® — R® un endomorfismo del que se sabe:
i) rango(f) = 4.
ii) Las raices del polinomio caracteristico de f son A; y Ao, y las dos son reales.
i) dim[ker(f — M\id)?] — dim[ker(f — M\jid)] = 1
dim[ker(f — A\pid)?2] — dim[ker(f — N\pid)] = 2
donde (3; es el indice del autovalor A;.

Determinar razonadamente las posibles formas canénicas de Jordan de f.

9. Sea V un espacio vectorial sobre C, sea T un endomorfismo de V' del cual sabemos que
sus autovalores son o(T) = {3,1,—1,—2,0} y :

dim (ker(7 —3I) = dim (ker(T — 31)%) =2

dim (ker(7T' — 1)) = dim (ker(7 — 1)2):d1 (ker(T'— I)3) =2
dimker (T'+ 1)) = dim (ker(T + I)?) = dim (ker(T' + 1)*) =5
dim (ker(T' 4 21)) = dim (ker(T + 21)*) =6

dim (ker(T + 2])3) dlm (ker(T +20)Y) =7

dim (ker T') = dim (ker 7?) = 6

dim (ker 7°) = dim (ker T?%) = dim (ker 7°) = 10

JEs T un isomorfismo?. Determinar razonadamente la dimensién de V.Calcular las
multiplicidades y el indice de cada autovalor. Calcular los polinomios caracteristico.
Obtened la matriz de Jordan de T.

Pégina 35



Diagonalizacién Dep. Mat. Aplicada
y Formas candnicas en la semejanza E.T.S.I. de Montes

8. Polinomios de matrices y T? de Cayley-Hamilton

Definicion 8.1 ( Polinomios de endomorfismos.). Sea p(z) = ag + a1z + agz® + - - - + a,z"
un polinomio p(x) € R[z] y f € end(V'). Definimos p(f) como

p(f) =aof’+arf+asf?+ - +anf"
donde f°=1id, frtl= fPof.

Proposicién 8.1. Si p(z),q(x) € R[x] entonces

= p(f)+alf) =@+ a(f)
= p(f)oa(f) = (pa)(f).

= p(f)oq(f)=q(f)op(f)
= Ap(f) = (Ap)(f).

= fPofl=flofP= fra.

B Ejemplos 8.1. 1. Sea f: R* — R? definida como f(z,y) = (y,z) y p(x) = 2*—2x+1
entonces

p(f) = f2 - 2f +id : R? — R?
() (@,y) = fA(z,y) — 2f (z,y) +id(z,y) = 2(y — z,y — )

2. Sea f : R? — R? definida como f(x,y) = (y,2), p(z) = 2> =22+ 1y q(z) = 2% + 1
entonces
p(f)+q(f) = P+ f2—2f2+id : R*? > R?

(p+a) () y) = ey + FPley) —2f(xy) + 2id(x,y) = 3z —y,3y — )

B Ejercicios 8.1. 1. Sea f : R® — R3 definida como f(z,y,2) = (2,0,2) y p(z) =
x? — x + 1. Calcular p(f).

2. Sea f : R* — R3 definida como f(z,y,z) = (x,0,2). Si p(z) =2*>—x+1yq(z) =
x3 — 2% + 1 Calcular P(f) + q(f).

Definicion 8.2. Sea p(x) = ag + a1 + az® + -+ + a,z™ un polinomio p(z) € R[z] y
A € M,(R). Definimos p(A) como

p(f) = apA® + a1 A + a A% + -+ + a, A"
donde A =11, Artl = APA.
Proposicién 8.2. Si p(z),q(x) € Rlz] entonces
= p(A) +q(A) = (p+q)(A).
= p(A)g(A) = (pg)(A).
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= p(A)g(A) = q(A)p(A).
. APAY — APta

= Ap(4) = (Ap)(A4).

B Ejemplos 8.2. Sea A = (i) _22> y plx) =222 -3\+1y

2
3 =2 3 =2 10 14 —20 -9 6 10 6 14

P<A)_2(1 2) _3(1 2 )+<0 1) - (10 4 )*(—3 —6)+(0 1) - (7 —1)
B Ejercicios 8.2. Dados p(z) = 2* —2* + 1y q(z) = 2* — 22+ 1, calcular p(A)q(A) donde
(11

- \0 1
Proposicién 8.3. Sea A € M,(K) entonces existe un polinomio p € K[x] no nulo tal que
p(A) =0

Proposicién 8.4. Sea A € M, (K), p [z

€ K[z] no nulo con p(A) =0y A" € M,(K) tal que A
y A’ son semejantes demostrar que p(A ) =0.

Demostracion. Supongamos que p(x) = Y i, a;x'. Sabemos que existe P € M, (K) invertible
tal que A’ = P"'AP por tanto

n n n n

p(A) = ai(A) =) a;(PT'AP) =Y a;PT' AP = P ()ai(A))P =0

i=1 i=1 i=1 i=1
|

Proposicién 8.5. Sea V' un K-espacio vectorial y T : V — V lineal, entonces eziste p € K[z]
con p # 0 tal que p(T) =0

Teorema 8.1 (Teorema de Cayley-Hamilton).
pa(A) =0, pr(T) =0

» Demostracién Sea A € M,,,,,(K), para comprobar que pa(A) =0, si pa(A) = b, \" +
.. + b1 A + by, basta con demostrar que b, A" + ... + by A + byl = 0.
Sean B = A — A y C = adj(B) (la matriz en cuya entrada ¢; ; aparece el adjunto,
con su signo correspondiente, al elemento b;;. cuando se habl6 de matrices inversas, se
tiene que B - adj(B) = det(B) - 1.

1.- Probar que existen By, -, B,_1 € M, «,(K) tales que

C == Bn_l)\n_l + —|— B1>\ + Bo.
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2.- Probar que B - C' = det(B) - I,.

3.- Probar que
det(B)- I, =B-C=(A=X)-C=A-C-\C

0, equivalentemente:
bl N+ -+ b I N+bol,, = AB, N - -+ ABy A+ ABy— BoA—- - - — B,_1 \".

Deducir de ahi, igualando coeficientes, que

bO[n - ABO
blfn - ABl - BO
bn—lln = An—lB — Bns
bnln = _Bn—l
4.- Multiplicar las ecuaciones anteriores por I, A,---, A"} A" y sumarlas. Deducir

de ahi que p4s(A) = 0.

B Ejemplos 8.3. 1.-

1. Si A= <3 _2), entonces pa(A) = A> —5A+8y

1 2

p=( 2 =0 D)6 =6 ) )68 -60)
3 =2

1 2
5A + 81 = 0 entonces

2. Como para A = ( ), tenemos que A es una matriz invertible y py(A4) = A% —

AN (A2-5A+8]) = A—5I+8A" ' =0 = A-5[4+8A =0 = A™' =5/81—1/8A

e (26 Y2

B Ejercicios 8.3. 1. Sea A = (il)) g) Comprobar que psa(A) =0

Por tanto

1 11
2.8 a A= (0 1 1| Calcular A~!
0 01
1 11
SeaA= [0 1 1] Calcular A~*
0 01
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Definicion 8.3. Llamamos polinomio ménico aquel polinomio cuyo coeficiente de grado
maximo es 1, es decir, p(x) = 2" + a1 2" + ap_0x™ 2 + ...+ ayT + ag.

Definicion 8.4. Si A € M, +,(R) entonces llamamos polinomio minimo de A, pm(z) al
polinomio ménico de menor grado tal que pma(A) = 0.

Teorema 8.2. El polinomio minimo, pma, divide siempre al polinomio caracteristico, pa.
Teorema 8.3. El polinomio minimo y el polinomio caracteristico tienen las mismas raices.

B Ejercicios 8.4. 1. Hallar la forma candnica de Jordan de todas las matrices A €
M;3(R) que verifican la ecuacion

A% —5A% +8A — 4] = 0.

2. De un endomorfismo 7" : R® — RS se sabe que su polinomio caracteristico es
pr(A) = (1 —=N*1+)\)?y que dimker(T —I)* = 3.
Demostrar que —1° +T* + 273 —2T%? — T + I = 0.

Teorema 8.4. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K no nulo,
sea T un endomorfismo de V tal que todas sus raices estin en el cuerpo. Sea Pr(\) =
(A=) (A=), sea v(N;) el indice del autovalor X;. Entonces:

me(/\) — (/\ _ )\1)’/()\1) . ()\ _ Aq)ﬂ(kq)

B Ejercicios 8.5.

2 2 =5 2 -1 1
Sean A=13 7 =151, B=|6 -3 4
12 —4 3 -2 3
A O 0
0 X 0
C =
0 0 - \,

con \; # Aj si ¢ # j. Calcular los polinomios minimos de A, By C.
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