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Formas bilineales Dep. Mat. Aplicada
Formas cuadraticas E.T.S.l. de Montes

1. Definicion y propiedades

Definicion 1.1. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n. Una aplicacién

fiVxV - K
(u,v) —  f(u,v).

es una forma bilineal sobre V' cuando verifica que:
L flu+u,v) = flu,v) + f(u,v) Vu,u/ ;o €V
2. flau,v) = af(u,v)Vu,v e VyVaeK
3. flu,v+") = f(u,v) + f(u,v) Yu,v,0' €V
4. f(u,av) = af(u,v)Vu,v e VyVvVaeckK
Observar que es equivalente a verificar

s Vo, e Ky Vu,u/,veV

floau+ pu',v) = af (u,v) + Bf(u,v)
s Va,0 e KyVu,v,v' €V

flu 00 + Bv') = af (u,v) + Bf(u, ')

es decir, una aplicaciéon f: V x V — K es una forma bilineal si es lineal en cada una de sus
componentes.

A partir de ahora para nosotros K = R salvo que se diga lo contrario.
Bm Ejemplo 1.1. Dado R? la aplicacién f : R? x R? — R definida por
f: R? x R? —- R
(($1,IE2), (yla y2)) = T1.Y2

es una forma bilineal, ya que para todo (x1,x3), (y1,%2), (21, 22) € R? y , 8 € K se tiene que

flal@r, 22) + B(yr, 42), (21, 22)) = f((awy + Byi, oy + Bia), (21, 22)) = (w1 + Byr) 2,

af((w1,22), (21, 22)) + Bf (Y1, v2), (21, 22)) = a(71.22) + B(y1.22)

B Ejercicios 1.1. » Comprobar que la aplicacién f : R? x R? — R definida por
f((z1,22), (y1,92)) = 1 + y2 no es una forma bilineal.

= Comprobar que el producto escalar en R3 :

I R3 x R3 — R
(21, 22, 73), (Y1, Y2,¥3)) +— T1y1 + Toy2 + T3Y3

es un forma bilineal sobre R3 y hacer la generalizacién para R".
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Proposicion 1.1. Sea f:V xV — K forma bilineal sobre V. Entonces
fw,0)=f(0,u) =0 YueV

Definicion 1.2. Una forma bilineal f : V x V — K es simétrica si
fl@y)=flyz) VeyeV

Una forma bilineal f: V x V' — K es antisimétrica o alternada si

f(ﬂﬁ,y)z—f(y,l‘) anyEV.

B Ejemplos 1.1. » La aplicacién A : R2x R? — R con A(z,y) = 3x1y; + Tays + T1y2 +
2x51- es una forma bilineal simétrica ya que:

Ay, x) = 3y121 + Y1 + Y122 + 222y2 = A(,y)
» La aplicacién f : R? x R? — R definida por f(x,y) = 2192 — 2oy, verifica
[y, ) = y1z2 — yor1 = — f (2, y)
Asi que f es alternada o antisimétrica.

B Ejercicios 1.2. Comprobar

1. Toda forma bilineal antisimétrica verifica que

flz,z)=0 VazeV

2. El producto escalar usual definido en R" es una forma bilineal simétrica

2. Expresion matricial de una forma bilineal

Al igual que ocurre con las aplicaciones lineales, también podemos representar una forma
bilineal definida sobre un espacio de dimension finita por una matriz.

Sea f: V xV — K una forma bilineal, dimV =n, y B = {vy,...,v,} una base de V.
Seanz,y €V y X;,y; € Kparatodoi=1,...,n con

n n
T = E T;U; y: E ijj
i=1 j=1

se tiene

n

f(z,y) = f(z Tiv;, ) = chz‘f@m?) = Zl’z‘f(via Zijj) = Z%(Z yif (vi,v5)) =

=1
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= miyifonv) =D O wif (vi,0))y; =
ij=1 j=1 i=1
Y1
= (Z?:l z; f(vi, v1), Z?zl zif(vi,v2), o 2?11 xif(viavn)a) y:Q =
Yn

flon,v1)  fur,ve) -0 flo,o)\ [0
flog,v1)  f(va,v2) --- fog,on) | | v2

= (21, @ v, Ta) . . | . .
fon,v1)  f(op,v2) -+ flvn,vn)) \Un
Definicion 2.1. La matriz

flun,v1)  fuo,ve) - flor,0,)
f(va,v1)  f(va,va) -+ f(va,vn)

A=
f(upsv1) flon,v2) - fvg, vn)
se dice que es la matriz de la forma bilineal f : V' x V — K en la base B = {v,...,v,}
de V.

Y1 1

. Y2 L2
Si denotamos por A = (a;;) = (f(vi,v;)) = Mpf, Y = | . y X = . | entonces

Yn Tn

la igualdad anterior se expresa:

f(z,y) = X'AY

B Ejemplo 2.1. Calcular las matrices asociadas a la forma bilineal f : R? x R? — R definida
por f((x1,22), (Y1,y2)) = T1y2 + 2241 en la base canénica y en la base B = {(1,—1)(—1,0)}

i
1,0),(0,1)) =1 0 1
e

1,-1),(-1,0)) =1 9 1

B Ejercicios 2.1. Sea f : R3xR? — R definida por f((z1, T2, ¥3), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1+ToYa+
x3ys calcular su matriz asociada en en la base canénicay en la base B = {(1,—1,0)(—1,0,1),(0,1,0)}
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3. Relacion de congruencia

Proposiciéon 3.1. Cambio de base Sea f:V xV — K una forma bilineal, dimV = n,
B, B’ bases de V' y Cpig la matriz del cambio de la base B’ a la base B. Sean x,y € V con:
EB = (33’1,1’2, PN ,xn)

Tp = (2], 2y, ... 1))

yB:<y17y27"'7yn) gB’:(yllayé7>y1,1)

MB/f = C(tB/B) MBf C(B/B)

Demostracion. Asi pues, se tiene

T 55’1 A1 3//1
T2 5 Y2 Ys
= C(B’B) . y = C(B’B) .
Tn C('Jn Yn yqlv,
entonces
t
n T Yh
_ Y2 95/2 yé
[@y) = (v1, @2, -+, @) Mpf | =1C%mn | . Mpf Cuwr || =
Yn ), Yr,
Y
b ) ; Yo
= (xla Loy =0y ZEn) [C(B’B) MBf C(B'B)] .
M f Y,

B Ejemplo 3.1. Sea f: R? x R? — R definida por f((xy,72), (y1,y2)) = T1y2 + 2231, B la
base candnica y B’ = {(1,—1)(—1,0)}. Entonces

0 1 o 0 -1 -2 1 0 -1
1 0 o -1 -1 1 0 -1 -1
Mpf 0
-2 1 o 1 -1 01 1 -1
1 0 o -1 0 1 0 -1 0
M;/f C{B,B,> M;f

C(BB/) MB/f C(BB/)

J/
g

Cs'B)
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B Ejercicios 3.1. 1. Sea f : R3 x R® — R definida por f((xy,x2,23), (Y1, y2,y3)) =
21Yy1 + x2y2 + x3ys hallar la relaciéon entre su matriz asociada en en la base canénica y
su matriz asociada en la base B = {(1,—1,0)(-1,0,1),(0,1,0)}

2. Sea f:V xV — K es una forma bilineal simétrica jcomo es su matriz asociada en
una base B de V7

3. Sea f:V xV — R es una forma bilineal antisimétrica o alternada jcémo es su matriz
asociada en una base B de V7

Definicion 3.1. A, A" € M,,(K) se dice que son congruentes si existe P € M,,(K) invertible

tal que
A=P AP

Proposicién 3.2. Dos matrices A, A" € M, (K) son congruentes si y sdlo si representan
una misma forma bilineal.

Proposicién 3.3. Sean A, B € M, (K). Si A es congruente con B entonces se tiene que
rg(A) =rg(B).

4. Rango de una forma bilineal

Definicion 4.1. Sea f : V x V — K una forma bilineal, dim V' = n, se define el rango
de una forma bilineal como el rango de la matriz Mp f siendo B una base cualquiera de V.

Observar que de la proposicion 3.3 se sigue que el rango es independiente de la matriz
asociada elegida.

B Ejemplos 4.1. ;Cudl es el rango de f en los siguientes casos?

1. f:R? x R? — R definida por f(z,y) = 3x1y; + 2y1 + 21y2 + 272y>. La matriz de f
asociada a la base candnica es

_ [ flen,er) flere2) N\ _ (31
MBCf o ( f(62761) f(@g,eg) ) - < 1 2 )
y por tanto el rg(f) = 2.

2. f:R*XR® — R definida por f((x1, 2, 23), (y1,%2,Y3)) = 191 — T3y3 +21Ys. La matriz
de f asociada a la base canonica es

fler,e1) fler,e2) fler,es) 11 0
Mp, | = f(€2> 61) f(€27 62) f(ez, 63) = 00 O
f(es,er) fles,e2) fles, es) 00 —1

y por tanto el rg(f) = 2.
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B Ejercicios 4.1. ;Cudl es el rango de las siguientes formas bilineales?
1. f:R? x R? — R definida por f((z1,%2), (y1,y2)) = T1y2 + Toy1
2. f:R*x R* — R definida por f(z,y) = 22191 — T3y3 + Tay1 + Tay3 + T1Ya.

Definicion 4.2. Una forma bilineal f : V x V — K, dimV = n, es degenerada si su
rango es menor que n. Si su rango es n es no degenerada. Es decir, una forma bilineal
f:VxV =K dimV = n, es degenerada si y sélo si det(Mpf) = 0y es no degenerada si
y sblo si det(Mpf) #0

Proposicion 4.1. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Sea f:V xV — K una
forma bilineal no degenerada, entonces:

Vaee V—-{0} existe ye V tal que A(x,y)#0

Demostracion. Reduccién al absurdo. Supongamos existe z € V — {0} tal que A(z,y) =0

para todo y € V. Tomemos una base de V' que contenga a z: B = {x, vy, ...,v,} entonces
o 0 --- 0
MpA = G.21 CL.22 Tt Q2p
Ap1 Ap2 " Onn
Por tanto A seria degenerada. |

5. Formas cuadraticas: Definicion y Propiedades.

Definicion 5.1. Sea f: V x V — K forma bilineal simétrica. Se llama forma cuadratica
asociada a f a la aplicacion

Qe: V — K
r — Qflx)= f(z,x).

Se pueden definir formas cuadraticas asociadas a formas bilineales no simétricas aunque
nosotros solo estudiaremos el caso de las formas cuadraticas asociadas a formas bilineales
simétricas.

B Ejemplos 5.1. Calcular la forma cuadratica asociada a las siguientes formas bilineales

1. Sea f: R? x R? — R definida por f(7,7) = f((x1,22), (Y1, y2)) = T1y2 + T2y; entonces
Qs (@) = f((z1,22), (71, 72)) = 22172
2. f:R?x R? — R definida por f(Z,7) = 32191 + Tay1 + 712 + 272y» entonces

Qf(f) = f((@1,22), (21,22)) = 3$§ + 2x129 + 2x§
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B Ejercicios 5.1. f:R3 x R3 — R definida por f(Z,7) = z1y1 — T2y + T1y3 + T3y1 + T3y3

Proposicién 5.1. Sea f : V x V — K una forma bilineal simétrica y consideramos Q) :
V — K su forma cuadrdtica asociada. Entonces:

1. Qr(Mv) = XQy(v)
2. Qs(0) =0
8. Qplv+w) =Qp(v) + Qp(w) + 2f (v, w)

Proposiciéon 5.2. Sea f forma bilineal ssimétrica y Q) : V — K su forma cuadrdtica asociada.
Entonces

_ Lo _ _ _
f@.y) = 5RE+7) - Q) - QH)]
Demostracion. Se obtiene directamente despejando en el tercer apartado de la proposicion
5.1. |
B Ejercicios 5.2. 1. ;Cual de las siguientes aplicaciones @) : V' — R son formas cuadraticas?

a) Q:R? — R definida por Q(T) = 2% + 23 + 1
b) Q : Ry[z] — R definida por Q(az? + bz + ¢) = a® + b* + ¢* + 2ab

2. Sea Q : R® — R con Q(z,y,2) = 32% + 4wy — y? — 8xz — 6yz + 2. Calcular la forma
Forma bilineal simétrica f : R3xR? — R para la que @ es su forma cuadratica asociada

6. Expresion matricial de una forma cuadratica. Cam-
bios de base

Consideremos () : V' — K una forma cuadratica asociada a la forma bilineal simétrica
f:VxV =K. Sea B ={vy,...,v,} base de V, como f es simétrica tenemos que f(v;,v;) =
f(vj,v;). Por tanto

flon, 1) flun,ve) - flu,ve) [
0() = F(5,2) = (51, w21 -+ ) f(Uz:ﬂ)l) f(U2:7U2) f(U2:aUn) 1’:2 _
[w) fne) - [0 \z,
for, o) f(on,02) -+ f(vi,vm) T
for,v2) f(oz,02) -+ f(vz,vn) Ty

(:Ula T, -+ mn)

Forvn) flomva) - Flomv)) \aw
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Definicion 6.1. La matriz

f(UbUl) f(UbUZ) f(Ul,Un)
1 f(u,v2)  f(vg,v9) o fluz,0)
Fono) Flenvn) o flonv)

se dice que es la matriz de la forma cuadrética ) respecto de la base B de V, es decir,

A = MzQ.

Observar que Mpg(@) es siempre una matriz simétrica. Por tanto, si denotamos por
fvi,v;) = f(vj,v;) =b; Vi,7={1,...,n} obtenemos

i=1 1<i<j<n

= bul’% + -+ bnnxi + 2b12x1x2 + -+ 2b1nx1xn + 2b23$2$3 + -+ 2b2nI21’n +
+ 20347374 + -+ + 203,737 + ¢ -+ 2D(— 1) T (n—1)Tn

B Ejemplo 6.1. Hallar la matriz asociada a Q : R — R con Q(zy, s, 73, 24) = 7% —
22119 + 20103 + 22124 + T3 — 20913 + 2107y — T2 + 22314 — 27 en la base candnica.

1 -1 1 1
-1 1 -1 1
1 -1 -1 1
1 1 1 -1

Mp.Q =

B Ejercicios 6.1. Hallar la matriz asociada a () en la base candnica en los siguientes casos
1. Sea @ : R® — R dado por Q(x) = Q(x1, e, 73) = 23 + T1T9 — T123 + 75 + 2T203 — X3
2. Sea Q : R* — Rcon Q(x) = Q(x1, %9, 73, T4) = 203+ 2104 — ToT3+ 23+ 20403 — T2+ 1173

Proposicién 6.1. Cambios de base en formas cuadrdticas
Sea Q : V — K una forma bilineal, dim'V = n, B, B’ bases de V' y Cp'p la matriz del cambio
de la base B’ a la base B.

MB’Q = CéB’B) MBQ C’(B’B)

Demostracion. Sean x,y € V con:
— — 1 /
Tp = (x1,T0,...,T,) Tp = (2], 25,...,2,)
Asi pues se tiene

T = C(B’B)?
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t
Y1 T Yy
= Y2 Ty Ys
Q@) = (xla T, 0 xn) MpQ N Cs'B) : MgQ Cpp) =
Yn ), Y,
Y
Yo
= (3}'3, .I'/z, y :Cn) \[OétB’B) MBQ C(B’B)]/ :
MpQ Y,
[ ]

B Ejercicios 6.2. Hallar la matriz asociada a () en la base canénica y en la base B =
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} con Q(x1, T2, 23) = T3 + 2179 — T1T3 + T3 + 20973 — T3

7. Diagonalizacion de formas cuadraticas.

Definicion 7.1. Sea V un R—espacio vectorial de dimensién n, f:V xV — R una forma
bilineal simétrica. Decimos que u,v € V' son conjugados respecto de f si f(u,v) = 0.

Proposicién 7.1. Dado u € V' el subconjunto
Co={veV/fluv)=0}CV
es un subespacio vectorial de V.

Proposicion 7.2. Si f : V xV — R es una forma bilineal simétrica no idénticamente nula
entonces existe un uw € V' tal que f(u,u) # 0

Demostracion. Puesto que f: V XV — R es una forma bilineal simétrica no idénticamente
nula entonces existen v, w € V tal que f(v,w) # 0y como

fo+w,v+w) = fw,w)+ fv,0) +2f (v, w)
obtenemos que u = v + w,v 6 w. |
Proposicién 7.3. Sea v € V con f(v,v) # 0 entonces
V =0C, & L{v}
Demostracion. » C, N L{v} ={0}.

L{v} Cy
T, T fw)
. SleVentoncesw:f@m)v—l—(w—f(v’v)v)
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Teorema 7.1. Sea V un R—espacio vectorial de dimension n, f:V xV — R una forma

bilineal simétrica y QQ : 'V — R su forma cuadrdtica asociada. Entonces existe una base
B ={vy, -+ ,u,} de V tal que

a1 0 0
0 929 0
Mp(Q) = :
0 0 Ann
es decir, f(v;,v;) = 0 para todo i # j con i,j € {1,...,n}. Por tanto, la expresidn en

coordenadas de la forma cuadrdtica () respecto a B es:

Q(ZL‘) = 6L11$12 + -+ ann$n2

Demostracion. Hacemos la demostracion por induccion sobre la dimensién de V. Suponemos
que f es una forma bilineal simétrica no idénticamente nula, ya que en caso contrario siempre
se verifica.

Es claro que si dim V' =1 6 2 se verifica. Supongamos que es cierto hasta dimV =n — 1.

Sea V un R—espacio vectorial con dimV = n. Sea v € V con f(v,v) # 0 entonces
V =0C, & L{v}. Como dim C, = n — 1 por hipétesis de induccién tenemos que existe una
base Bo = {uy, ..., u,—1} de C, tal que f(u;,u;) = 0 paratodoi # jconi,j € {1,...,n—1}.
Por tanto

B =A{uy,...,up_1,0}

es la base que buscabamos. |

Corolario 7.1. Toda forma cuadrdtica o forma bilineal simétrica es diagonalizable. Por tan-
to, si A € M, (R) es simétrica entonces A es congruente con una matriz diagonalizable, es
decir, existe una matriz invertible P tal que D = P'AP

Métodos para diagonalizar formas cuadraticas.
1. Diagonalizar completando cuadrados.

a) con términos cuadrados
B Ejemplo 7.1. Q(z) = Q(z1,xs) = 2% + 21179 + 73

como Q(z) = Q(x1,x2) = 2} + 2x129 + 25 = (21 + 22)? si hacemos el cambio

e =(31) ()

obtenemos que
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Q(zy,7h) = (1)" =
(- DENEIENE)-
(66 E)-

1 1 T
(z1 22) (1 1) (:1:;) = 23 4+ 25 + 21179 = Q(z1, 72)

B Ejemplo 7.2. Q(z) = Q(z1, 72, 23) = 2% — 4x179 — 22173 + 423 Elegimos una
variable y todos los factores que la contengan, por ejemplo x1, y completamos un

cuadrado.
Q(z) = Q(1, 22, T3) = 22 —40109— 22123 +422 = (21 —2x9—13)° —22 —4a2—4zo03+422 =
1 3 3 2 3
(z1 — 229 — 3)% — 4(29 + 1/223)* + 423

hacemos el cambio

(¢f o x3)=10 1 1/2 To
obtenemos que

Q(xiaiﬂlza%) - (:L‘ll)2 - 4:5% + 41’% =

1 0
=(af o a5) |0 —4 0f |ah| =
0 4

1 -2 =1\ /=\\'/1 0 o\ /1 -2 —1\ [z
=(lo 1 1/2| [ 0 -4 0]fo 1 1/2] (2] =
0 0 1 T3 0 0 4/ \0 0 1 T3
1 0 0\ /1t 0 o0\ /1 -2 =1\ /=,
-1 12 1) \o 0o 4/ \o o 1 T3

b) Sin términos al cuadrado
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B Ejemplo 7.3. Sea Q(z) = Q(z,y,2,t) = vy + xz + yz + tz + xt, elegimos
un sumando: xy y todos aquellos que tengan la variable o y, en nuestro caso
Tz + yz + xt, entonces como (v + 2)(y +t + 2) = vy + xt + x2 + yz + 2t + 22
tenemos que Q(z) = Q(x,y,2,t) =xy+az+yz+tz=(x+2)(y+t+2)— 2%y
haciendo el cambio

r+z = 2+y @ /2 1/2 0 1/2 x

y+t+z = o=y |y | _ |12 —1/2 1 12 |y

z = P Z1 1 0 0 1 0 z

t = t/ t 0 0 0 1 t
obtenemos

Qay.2,) = (& +9/)(@ — y') — 22 =2 =y — 27
W Ejercicios 7.1. 1) Q(z) = Q(z,y,2,t) = 22+ y> + 2z(z + t) + 6y(z + z + )

2. Diagonalizar por operaciones elementales.

B Ejemplo 7.4. Q(z1,22) = 2135 + 22

La matriz de la forma cuadratica en la base canénica de R? es:
B B 1 1/2

Realizamos operaciones elementales en la matriz A por filas: Fy,—1/2F) y por columnas
Cy — 1/2C1, es decir,

i 1) Gl W) 6 )= )

J/

v~

C%’BC CBB. Mp(Q)

Obtenemos asi que la matriz Mp(Q) es la matriz de la forma cuadratica en la base
B Ejemplo 7.5. Q(x1, 22, 73) = 22 + 21179 + 373 + 47123 + 61913 + 52

La matriz de la forma cuadrética en la base canénica de R? es:

11 2

A=Mp (Q)=1|1 3 3

2 35

Realizamos operaciones elementales en la matriz A ,
1 00 11 2 1 -1 =2 1 00
-1 10 1 3 3 0 1 0 ]=(021
-2 0 1 2 35 0 0 1 011
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1 0 0 1 00 10 0 1 0 0
0 1 0 0 21 01 —-1/2]1 =10 2 0
0 —-1/2 1 01 1 00 1 00 1/2
1 0 0 1 00 1 1 2 1 -1 -2 10 0 1 0 0
0 1 0 -1 10 1 3 3 0 1 0 01 —1/21=(02 0
0 —-1/2 1 -2 01 2 3 5 0 0 1 00 1 00 1/2
o Csse Mg (Q)
1 0 0 1 1 2 1 -1 =3/2 1 0 0
—1 1 0 1 3 3 0 1 —=1/2|=102 0
-3/2 —-1/2 1 2 3 5 0 O 1 00 1/2
Chn, Css, Mp(Q)

Obtenemos asi que la matriz Mp(Q) es la matriz de la forma cuadratica en la base

B ={(1,0,0)(—1,1,0)(=3/2,—1/2,1)}.

B Ejemplo 7.6. Q(x1,15) = x119 + x% La matriz de la forma cuadratica en la base
canénica de R? es:

A= Mp (Q) = (1(/)2 1{2)

Cambiamos la filas Fi, F5 y las columnas C4,Cs de orden, es decir,
0 1N/0 1/2\/0 1\ (1 1/2
1 0 /2 1 1 0o) \1/2 0
1 0 1 1/2\ (/1 —=1/2\ (1 O
172 1)\172 o J\o 1 )7 \o —1/4
1 0 01 0 1/2 01 1 —1/2 (1 0
172 1)\1 o/\1/2 1)\t 0o)J\o 1 )7 \0o —1/4

(. /

v~

Chp, CBa, Mp(Q)

Obtenemos asi que la matriz Mp(Q) es la matriz de la forma cuadratica en la base

B ={(0,1)(1,-1/2)}

B Ejercicios 7.2. 1) Q(z) = Q(x1, 29,73, 74) = 227 — 23 + 223 + 325 + 22129 +
4roxy — 21173

2) Q(z) =Q(z,y,2) = zy + a2+ yz
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3) f(X) =22 = 2x 29 + 22103 + 20104 + X5 — 22073 + 2To1y — T3 + 27374 — T3
4) Q(z) = Q(z
5) Qz) = Q(

Ty, To,3) = X2 + 41179 + 27123 + T3 + 2w9w3 + 323

z,y,2,t) = 2* + y* + 2x(z + t) + 6y(z + 2 + 1)

8. Estudio del signo de una forma cuadratica

Sea f : V xV — R una forma bilineal simétrica y ) : V — R su forma cuadratica

asociada. Sea B = {vq,--- ,v,} una base de V tal que
flu,v1) 0 0 Q(v1) 0 0
R I T
00 e ) 00 Q)
Podemos reordenar la base B{vi, -+ ,Up, Vpq1), " Vs, U(s41), " - ,Un} de forma que

Q) >0 1<i<r
Qvj) <0 (r+1)<j<s
Q) =0 (s+1)<i<n

Si tomamos ahora la base

B:{_ b ey }
Q(U1> \/Q(UT \/ Q r+1) _Q(Us)
entonces
0
- . . .. 0 - 0
© ( Q(Ul))
. U(r+1)
0 : _ ] ... 0 . 0
Mp(Q) = ¢ ( Q(U(r+1))> =
0 : 5 o Qugs+)
0 0 Qo)
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- O
—Oo
[e)

— M (Q) = e

A esta representacién matricial de () la llamaremos matriz candnica de la forma cuadratica.

Proposicion 8.1. Ley de la inercia de las formas cuadraticas. Si una forma cuadrdtica
se reduce a la suma de cuadrados en dos bases diferentes, el numero de términos positivos y
negativos es el mismo en ambos casos.

Definicion 8.1. Llamamos indice de positividad al nimero de términos positivos de la
forma cuadratica diagonalizada, r, indice de negatividad al nimero de términos negativos de
la forma cuadratica diagonalizada, s y indice de nulidad al niimero de términos nulos de la
forma cuadratica diagonalizada, n—r —s. El par (r, s) es la signatura de la forma cuadratica.

Corolario 8.1. Dos matrices simétricas congruentes siempre tienen la misma signatura.

B Ejemplo 8.1. (Sep. 00-) Calcular indice de positividad, negatividad y nulidad de Q

1 2 30 x
_ 2500 y
0027 t
mediante operaciones elementales obtenemos:
1 000 1230 1 00 0\' 1 0 0 O
-2 1 00 2500 -2 100 [0 1 —-60
-3 010 300 2 -3 010 |0 -6 =9 2
0 001 00 27 0 0 01 0o 0 2 7
1 000 1 0 0 0 100 0\' 10 0 O
0100 0 1 -6 0 o100} |01 0 O
06 10 0 -6 -9 2 06 1 0] |00 —45 2
0 0 01 0o 0 2 7 0001 0o 2 7
10 0 0 10 0 0 10 0 0\ 10 0 0
01 0 0 01 0 0 o1 0 0] (01 O 0
00 1 0 0 0 —45 2 00 1 o] |00 —45 0
0 0 2/45 1 o0 2 7 0 0 2/45 1 0 0 0 +319/45
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Otra forma de hacerlo es haciendo sélo las operaciones por filas, es decir:

1 230 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0
25 0 0] ma—2mn 01 —6 0| m-3m 0 1 -6 0| Fmiem 01 -6 0
3 0 0 2 3 0 0 2 0 -6 -9 2 0 0 —45 2
00 2 7 0o0 2 7 0 O 2 7 o0 2 7
1 2 3 0
F4+2/45F3 01 -6 0
0 0 —45 2
00 0 +319/45
Observar que:
1 0 0 O
t_ t_ _2 1 O 0
P = (Ms p.) —15 6 1 0
—2/3 4/15 2/45 1

donde P'.A.P = D.

Definicion 8.2. Sea V' un R—espacio vectorial de dimensién n, f:V xV — R una forma
bilineal simétrica y @) : V' — R su forma cuadrética asociada.

@ es definida si y sélo si Q(V) = f(v,v) # 0 para todo v # 0 € V.

() es definida positiva si y sélo si Q(v) = f(v,v) > 0 para todo v # 0 € V.

)
(

Q) es semidefinida positiva si y sélo si Q(v) = f(v,v) > 0 para todo v € V.

Q) es definida negativa si y sélo si Q(v) = f(v,v) < 0 para todo v #0 € V.

)
/(

@ es semidefinida negativa si y sélo si Q(v) = f(v,v) < 0 para todo v € V.

B Ejemplo 8.2. Q(x1, 2, 73) = 23 + 27179 + 323 + 4x123 + 62973 + 53
La matriz de la forma cuadratica en la base canénica de R3 es:

11 2
A=Mp (Q)=1|1 3 3
2 35

Realizamos operaciones elementales en la matriz A obtenemos

1 0 0\ /1 1 2\ /1 -1 —3/2 10 0
11 o1t 330 1 —12]=(02 o
—3/2 —1/2 1) \2 35/ \0o 0 1 00 1/2

Clh, CpB. Mp(Q)

Como Q(z, xh, x4) = x4* + 22> + %chQ > 0 para todo (), ), %) € R® con (2,2, 24) #
(0,0,0), se sigue que @ es definida positiva.
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B Ejercicios 8.1. » En R* y con respecto a la base usual, se considera la forma cuadrética
f(X) = 2% — 22119 + 23123 + 22124 + T3 — 200w3 + 2m0xy — T2 + 22314 — 22

Estudiar su rango y signatura. Decidir si es definida (semidefinida) positiva o negativa
o si, por el contrario, no tienen signo definido.

» Para cada nimero real b se considera la forma cuadrética (en R?)
Qp(X) = ot + 23 + 23 + b(a122 + 1123 + T273).

Determinar, segiin los valores de b, su signatura. Determinar los valores de b para los
que es definida positiva.

Teorema 8.1. Teorema de Sylvester. Sea f: V x V — R una forma bilineal simétrica.
Entonces f es definida positiva si y solo si Mg(f) = (a;j), para toda B base de V', verifica
que

11 - Al
Dp=|: . Vke{l,...,n}
Qg1 - Okk

es decir, que sean positivos todos los menores “angulares”de la matriz Mp(f) = (a;;).

Corolario 8.2. Sea f : V xV — R una forma bilineal simétrica. Entonces f es definida
negativa si y sélo si Mp(f) = (a;;), para toda B base de V, verifica que (—1)*Ay > 0, es
decir, si los menores angulares van alternando de signo empezando en negativo.

B Ejercicios 8.2. » Fx,y,2) =222 + 9% + 1122 — 20y + 4wz — 6yz — 2y + 82
» Q(x) = 22° + 2wz + 4y? + 222

» Q(z) = T2 — 6ry + 4oz — 2y% + 2yz + 22
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