Departamento de Matemdtica Aplicada a los Recursos Naturales

E. T.S.I. de MONTES - U.P.M.
Examen de Algebra Lineal 11 de septiembre de 2007

Problema 1. En el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales, de
grado menor o igual que cuatro, Ry[x], consideramos el subespacio V = £{1, 2, z'}.
Construir razonadamente una aplicacion lineal f: V' — V con

grado (p) > grado (f(p)), paratodop eV,
en los siguientes casos :

a) [2 Ptos.] f es un isomorfismo distinto de la identidad. Obtén su matriz en la
base B = {x* 2% 1}.

b) [2 Ptos.] dim(ker(f)) > 1. Da su matriz en la base B; = {#*—2?—1,22—1,1}.

¢) [3 Ptos.] ker(f) = {az* —az®*+0b [/ a,b € R} y fo f=0. Calcula su matriz
en la base Bj.

d) [3 Ptos.] Img (f) = {ba* +az*+a+b [ a,b e R}y tal que fo f = f. Obtén
su matriz en la base B.

Problema 2. Dada la cénica

522 — 26xy + 5y — 72 =10

a) [2 Ptos.] Clasificala.

b) [3 Ptos.] Determina su ecuacién reducida, especificando la transformacién
ortogonal directa que permite obtenerla.

c) [5 Ptos.] Dibijala, hallando previamente sus elementos principales.

Problema 3. De un endomorfismo f : R* — R* se conoce la siguiente informa-

cién:
(£(0,1,1,0) = (0,2,2,0),

traza f = 8,

dimker(f —i) =0,

dimker(f — (2 — V/2)i) =1,

(f —2i)(0,0,0,1) = (0,0,0,0)

(1,0,1,0) es autovector de 2 — /2,

fE=Tf34+16f% — 14f + 4i = o,
[ (1,0,—1,0) también es autovector de f,




donde 7 y o son, respectivamente, el endomorfismo identidad y el endomorfismo nulo
en R
Contesta razonadamente a las siguientes preguntas:
a) [2 Ptos.] ;Cuéles son los autovalores de f7
b) [2 Ptos.] ;{Cudl es el polinomio minimo de f?
¢) [2 Ptos.] {Cudl es la forma candnica de Jordan de f?
d) [2 Ptos.] ;{Cudl es el transformado de (2,1,1,1) mediante f, f(2,1,1,1)7
e) [2 Ptos.] ;Cudl es la matriz A de f en la base candnica de R*?

Problema 4. Sea f : R* x R®> — R una forma bilineal cuya matriz en la base

canénica de R? es
2 -1 0

A= -1 2 -1
0 -1 2

v S =L {(1,0,0),(0,1,0), (1, —1,0)}. Se pide:

a) [2.5 Ptos.] Prueba que la forma bilineal f define un producto escalar.

b) [2.5 Ptos.] Obtén una base ortonormal de S respecto al producto escalar f.

¢) [2.5 Ptos.] Halla la proyeccién (ortogonal), respecto a f, del vector v =
(1,0,1), sobre el s.e.v. S.

d) [2.5 Ptos.] Halla la distancia del vector v a S+ (siempre con el producto
escalar f ).

= Cada ejercicio debe responderse en hojas separadas.

= Se acompanaran los calculos efectuados para resolver cada problema.

= No estd permitido el uso de libros, apuntes, calculadoras o méviles.

= El examen deberd efectuarse en un tiempo méaximo de 3 horas.

= Las notas seran publicadas el martes 18 de septiembre de 2007.

= La revision de exdmenes se efectuara el jueves 20 de septiembre de 2007.

= Una solucién sera publicada, una vez celebrado el examen, en la direccion:

http://matematicas.montes.upm.es/jmperez/jmperez.html



Departamento de Matemdtica Aplicada a los Recursos Naturales
E.T.S.I. de MONTES - U.P.M.
Una solucién al examen de Algebra Lineal de
11 de Septiembre de 2007

Problema 1.
a) Puesto que grado (p) > grado (f(p)) para todo p € V se deduce que
f(l) =« acR
2

f@?) = pa* 4+~ B,7€R
fat) =o' + pa* + 9 6,0 €R

Por tanto la matriz de f en la base B = {z*, 22,1} es

o 0 0
Mp(f)={ n B 0
Y v oa

De manera que f es un isomorfismo, distinto de la identidad, si se verifican las
dos condiciones siguientes

1. a#0,6#£0,0 #0.
2. o bien alguno de los parametros u, 1, v distinto de 0; o bien alguno de los
a, (3,0 distinto de 1.

Por ejemplo

£
=
I
—_
—_
=)

b) Puesto que
o 0 0

Mp(f)=| n 8 0
(LB e
para que dim(ker(f)) > 1 basta que algin elemento de la diagonal valga cero
Por ejemplo

1
Mp(f)=1 0 =  Mp/(f) =
0

o = O
o O O
—_ O =
)
o O O



c¢) Como ker(f) = {az? —az?+b:a,b € R} = L{1,2" —2*} y fo f =0, podemos
tomar la aplicacién

d) Como Img (f) = {ba* +az?*+a+b :a,b € R} = L{z* + 1,22+ 1}y fof=f
entonces, por ejemplo, podemos tomar

N | :>x412—>x4+1
2 241 :>x2ﬁ>a:2—|—1
140 — 150

1 0 0
Mu(fy={ 0 1 0
1 10

Problema 2.
ay b) Calculamos los invariantes:

s =10
5 —13
0= ‘ 13 5 ‘ = —144
5 =13 0
A=|-13 5 0 | =10368
0 0 =72
Los autovalores de la matriz correspondiente a 6 son A\; = 18, y Ay = —8, y los

correspondientes autovectores son vy = (—1,1) y vy = (1, 1).

Por tanto, la ecuaciéon dada corresponde a una Hipérbola.

. ;. . . ., "2 "2
La ecuacién canénica o reducida de dicha hipérbola es *— — 45— = 1.




La transformacién (ortogonal directa) que permite obtener dicha ecuacién reduci-

da es 1 ../ 1.7
Yy = 2 29

c) Las direcciones de los ejes son los definidas por los autovectores (ambas bisec-

trices). El centro es el origen de coordenadas.

Las asintotas son y = %x , y = 5z . Dibujo de la hipérbola, con sus ejes:

40+

20

Problema 3. Ponemos una referencia a cada proposicién, para referirnos abre-
viadamente a ellas.

—_

(£(0,1,1,0) = (0,2,2,0),

traza f =8,

dimker(f —i) =0,

dimker(f — (2 — V/2)i) =1,

(f —2i)(0,0,0,1) = (0,0,0,0),
(1,0,1,0) es autovector de 2 — /2,
fE=Tf+16f% — 14f + 4i = o,

[ (1,0,—1,0) también es autovector de f,
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a) 2,2 — V2,2 + /2 son los autovalores de f.

En efecto, (1) indica que 2 es autovalor de f y (0, 1,1,0) es autovector de f para
el autovalor 2, (5) expresa que (0, 0,0, 1) también es autovector de f para el autovalor
2, luego, como (0,1,1,0) y (0,0, 0, 1) son linealmente independientes, la multiplicidad
geométrica del autovalor 2 es al menos 2.

(4) expresa que 2 —+/2 es autovalor de f de multiplicidad geométrica 1. (6) indica
que (1,0,1,0) es autovector de f para el autovalor 2 — /2.

(2) indica que existe otro autovalor de f de valor 2 + v/2 ya que la traza de f es
suma de todos sus autovalores y

242+ (2-vV2)+(2+V2) =8

Ademis, (8) indica que (1,0, —1,0) es autovector de f y ha de serlo para el autovalor

24+ /2.

Resaltamos que (3) nos indica que 1 no es autovalor de f (la dimensién del nicleo
cero indica que no existen vectores v # 0 tales que f(v') = 1.70), a pesar de que (7)
se puede expresar

Fre 162 —14f +4i=(Gi— f)-2i— f) - (2=V2)i— ) (2+V2)i— f) =o.

b) M) = =X+ 6X2 —10A+4=(2-N)(2—-vV2-N)(2+V2-N\).

Alternativamente, algunos autores escribirfan M;(\) = A3 — 6A% + 10\ — 4, con-
viniendo que el primer término sea siempre positivo.

En efecto, la forma canénica de Jordan de f es una matriz diagonal ya que se
cumple la condicion suficiente de diagonalizacion

3 3
dai=) 6i=2+1+1=4=n,
=1 =1

y el indice de cada autovalor (coincidente con el tamano de la mayor caja de Jordan
correspondiente a cada autovalor) es 1, luego

MiA) =2=NN2 = V2= NN2+ V2= M) = =X+ 6)% — 10) + 4.

c)

20 0 0
02 0 0
‘]:002—\/5 0
00 0 2442



d) (4,2,2 —2v2,2).

En efecto, f(2,1,1,1) = £((0,1,1,0) + (,oo 1) + (1,0,1,0) + (1,0,—1,0)) =
£(0,1,1,0) + £(0,0,0,1) + f(1 ,o ,0)+ £(1,0, ):(0,2,2 0)+(0,0,0,2)+ (2 —
V2,0,2 —v2,0) + (24 V2,0, -2 — /2,0) = (4 —2v/2,2).

e)

2 V2 =2 0
ST KPR
o 0 0 2

En efecto, una base B en la que f es diagonal esta formada por vectores propios.
Por ejemplo, B; = {(0,1,1,0),(0,0,0,1),(1,0,1,0),(1,0,—1,0)}.
La matriz de paso P de la base canénica de R* a la base By, tiene como columnas

001 1
los vectores de la base B; expresados en la base canénica de R*, [ 1879 Ol} .
010 0
Entre la forma canénica de Jordan de f, J, y la matriz de f en la base canonica,

A, existe una relacién de semejanza

J=P ' AP A=P.J-P "

Calculamos P~ mediante el algoritmo M| “*25™ 7ip7-1,
f{_f%
f2 f17

001 1 \1ooof§_f3’
100 0 |o1oof4:f4.
101 110010
010 0 | 0001
f{:fla
féZan
[— J—
100 0 |0100f?;_f3 h
001 1 ]1ooof4=ﬁi>
101 110010
010 0 | 0001



f{ = f17
fé = f47
fs=TIs,

f1 :f2~

o OO =
_ o O O
O =~ O
o O~ O
|
—_
O = O O
_ o O O

f{ = f17
fé = f27
fs=TIs,

i:fijf:a'

o O O =
o O = O
_ =0 O
_— o O O
o~ O O
o O = O

f{ = f17
fé = f27
fé = f37

fi=3fa
—_—

oS O O =

S O = O

o= O O

_— o O O
o

_ o O

o O = O

fi=h,
fa = fo,
0 0 f5=fs+ fa,
0 1 Ui = fa
0 -1 1 0 -
1/2 1/2 —1/2 0
0 1 0

|0 0

|0 1 pa_|0 0 0
} 1/2 —-1/2 1/2 0 12 —1/2 12
1/ 0

12 1/2 —1/2

O~ OO
_ o O O SO O

o O O
o O = O
o O = O

Problema 4.
a) La forma bilineal f define un producto escalar <= f es simétrica y definida
positiva. Ambas cosas se verifican en este caso, ya que A es simétrica y A es definida



positiva (observa que los menores principales de A son todos estrictamente positivos).
Por tanto, f define un producto escalar.

b) El sistema {(1,0,0),(0,1,0)} define una base de S. Aplicando el método de
Gram-Smidt para ortogonalizarlo, se llega a la siguiente base ortonormal de S:

_ _ (1 _ (1 2
B = {u1 = <7§,0,0> , U9 = (7@’7@’0)}
¢) La proyeccién ortogonal de v = (1,0, 1) sobre S es
w = {(v,u) uy + (v, ug) uy = V2 uy — \/?g u = (2,-2,0).

d) d(v, $*) = [|ul| = 2.
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