Dpto. de MATEMATICA APLICADA A LOS RECURSOS NATURALES
Seccion departamental en la E.T.S.I. de Montes. Algebra

Sistemas de ecuaciones lineales. Matrices

e Sistemas lineales. Solucién de un sistema lineal.

e Sistemas homogéneos.

e Sistemas equivalentes. Operaciones elementales.
e Método de Gauss.

e Definicién de matriz. Operaciones con matrices.

e Matriz elemental. Inversa de una matriz.

1.- Sistemas lineales. Solucidon de sistemas lineales.

£“__7

Definicion 1.1.- Llamamos sistema de “n” ecuaciones con “ m” incognitas

(1,9, T3, ... Tp) a:

(

S <

\

a11T1+ G12T2+ 133+ -0 FA1pTy

211+ G2T2+ A23T3+ -+ +A2,Th,

an1x1+ an2x2+ CLng.Tg-i- +anmxm

Donde a;; € R con i€ {1,---,n}, je{l,---,m} reciben el nombre de
coeficientesy b; € R con ¢ € {1,--- ,n} el de términos independientes.
Normalmente, por comodidad, expresaremos el sistema .S como

(

El(l’l,l’g, .. ,.Im) = bl
EQ(CUl,xQ, e Jxm) - b2
54
En(3717$27 Tt 737m) = b,
\
Definicién 1.2.- Decimos que (si,S2,---,S,) cons; € R

ie{1,2---m}

es una solucion del sistema S si verifica las “n” ecuaciones de S, es decir, si al
sustituir en el sistema z; por s; lasigualdades se convierten en identidades

numéricas.

Definicion 1.3.- Atendiendo al niimero de soluciones los sistemas se clasi-

fican en



e Sistemas incompatibles. No admiten ninguna solucién
r—y=4
—x+y=0

e Sistemas compatibles.
— Sistemas compatibles determinados. Admiten una tinica soluciéon

x—y=4
r+y=0
— Sistemas compatibles indeterminados. Admiten méas de una solucién
r—y=4
—xr+y=—4

2.- Sistemas homogéneos.

Definicién 2.1.- Un sistema lineal que tiene todos sus términos independi-

entes igual a cero, es decir, b, = 0 Vi € {1,2---n} recibe el nombre de sistema
homogéneo.

Todo sistema lineal

2

anri+ apry+ aisrst+ - FamT, = b

a1 T1+ Qo+ assgrs+ -+ FagnTy, = bo
S <

anlxl"l’ an2x2+ an3x3+ te +anmxm - bn

\

tiene asociado el sistema homogéneo

)
anTi+ QT2+ aT3t+ o F0mTn =
211+ A2T2+ A23T3+ -+ +A2mTm =
S' <
11+ AnpTot Gp3¥3+ o FQppTm = 0
\
Un sistema homogéneo es siempre compatible puesto que (0,0,...,0) es

siempre solucion del sistema, nos referiremos a dicha solucién como solucién
trivial.

Proposicién 2.2.-5i un sistema homogéneo tiene una solucién distinta de
cero = tiene infinitas soluciones.

Dem.-

Si (s1,82,---,8m)essolucién del sistema homogéneo entonces (As1, Asa, - -+, Asp,)
es solucién de S.H. para todo A € RN



Proposicion 2.2.-Si (s, s9,---, ;) es una solucion de un sistema lineal

y (hi, ha, -+, hy) una solucién del sistema homogéneo asociado = (s +
hi, 82+ ho, -+, Sy + hy,) es también solucion del sistema lineal.
Dem.- Si
[ Ei(s1,89,...,5m) = b ( Ei(hi, hoy. .. hy) = O
< EQ(Sl,SQ,"' ,Sm) = bg < Eg(hl,hg,"' ,hm) =0
En(317527"’ 75m) — bn En(hlah%"' 7hm) =0
\ \

se sigue entonces

(El(Sl—|—h1,82—|—h2,...,8m—|—hm) = b1
Ey(sy+hi,so 4 hoy -+ s+ hy) = by

En(51+h1752+h27"'7Sm+hm> - bn

\

Proposicion 2.3.-5i un sistema lineal tiene dos soluciones distintas = tiene
infinitas soluciones.

Dem.-
Sean s = (s1,52,...,8m) y S = (s,85,...,5,,) dos soluciones de un
sistema lineal S, se sigue entonces que s — s = (s; — 87,52 — S5, ..., Sm — S,)

es solucién del sistema homogéneo asociado a S.

Ademads como s — s’ # 0 entonces el sistema homogéneo tiene infinitas
soluciones y aplicando la proposicién anterior(2.2) llegamos a que el sistema
lineal tiene infinitas soluciones.

H

Proposicién 2.4.-5i un sistema lineal tiene una tnica solucién = su sis-
tema homogéneo asociado sélo tiene la solucién trivial.

Dem.- Por reduccién al absurdo si el sistema homogéneo asociado tuviese
al menos dos soluciones entonces el sistema lineal por la proposicién 2.2
tendria al menos dos.

]

Observar que el reciproco de esta proposiciéon no es cierto como se puede
comprobar en el siguiente ejemplo

r—y=0
r+y=-—4



3.- Sistemas equivalentes.

Definicién 3.1.- Sean S, S’ dos sistema lineal compatibles. Diremos que S
es equivalente a S, denotado por S ~ ', si Sy S’ tienen el mismo conjunto
de soluciones.

Proposicion 3.2.-

Las siguientes operaciones transforman un sistema en otro equivalente

e Permutar dos ecuaciones.

e Multiplicar una ecuacién por A € R, A # 0.

e Sumar una ecuacion a otra.

e Sumar una ecuacién una combinacion lineal de las restantes.

Dem.-

(1) Si s = (s1,$92,---,5n) es soluciéon del sistema
(
El(xl,ZCQ,-..,CCm) — bl
Ei(:cl, o, ... ,Im) = bl
S 4

Ej(l’l,xQ,"' 7$m) = b]

En(xbx?)“' >$m) — bn

\

es facil ver que también es solucién del sistema
(
El(xh L2y - 7~rm) = bl
Ei(x1,29,...,2p,) = b
S’ <

Ei(ajlax%"'axm) = b

En(xbl??“' 7xm) — bn

\
Asipues S =~ S’ como queriamos.
(2) Si s = (s1,$92,---,5n) es soluciéon del sistema

p
El(xlax%"'axm) - bl

S Eifxy,xe,...,00) = b

En(xlax%"' ,iCm) - bn

\



es facil ver que también es solucién del sistema

p
El(xl,asg,...,a:m) = bl

Sl< )\Ei(xlax27”' 7xm) = )\bz

En($17$27"' >xm) — bn

\

Asipues S~ S’ como querfamos.

(3) Si s = (s1,892,--.,5n) es soluciéon del sistema

,
El(xl,xg, N ,a:m) = bl

EZ'(ZUl,iUQ,--.,Q?m) = bl

S 94

Ej(xl,xQ, ce ,l’m) = b]

En(xlax%"' 7~rm) — bn
\

es facil ver que también es solucién del sistema

p
El(xbx%-"axm) = bl

E; + Ej(z1,22,- -+ ,2m) = b+
S/< . .

Ej(ﬂ?l,xg,...,ZCm> = bj

En(xlax%”' 7xm) — bn

\

Asipues S =~ S’ como queriamos.

(4) Es una combinaciéon de las dos anteriores
Observaciones.

¢ Si en un sistema aparece una ecuacién de la forma 0z; + Ozy + -+ - +
Oz, = 0 el sistema es equivalente al que se obtiene al suprimir esa
ecuacion.

¢ Si en un sistema aparece una ecuacién de la forma 0z, + Ozy + -+ - +
0z, = by, # 0 el sistema es incompatible.

4.- Método de Gauss.




e Caso n=m.
Dado el sistema

anri+ - Fapr, = b

A1+ -+ FAppTy, = bn

(1) Como el sistema tiene n incognitas algan a;; # 0 lo que nos per-
mite suponer que a;; # 0 (sino cambiarfamos la primera ecuacién
por la ecuacion %¢simq-)

(2) multiplicamos la primer ecuacién (en adelante E;) por A =1/a41,
llegando asf al siguiente sistema equivalente

T+ - Fap/enz, = bi/an
S1 :
a1+ -+ +apnThy — bn
(3) Alasfilas Ej;con i=2,...,n lessumamos (—a;)E; y obtenemos
( / / /
T+ apry e tapT, = 0
| 0+ agwet -o- ag, @, = b
S ) )
0+ ax2+ -+ Han,z, = b,
\

(a) Si aparece una ecuacién de la forma 0Oz +O0zy+--- + 0z, =0
se suprime y pasamos al caso n < m.

(b) Si aparece una ecuacién de la forma 0z; 4+ Oxo + - - - 4 Oz, =
b # 0 yahemos acabado pues el sistema es incompatible.

(c) Si todos los coeficientes de una misma incognita son cero se
suprime y pasamos al caso n > m.

(d) Si al, =0Vi=2,...,n pasamos alcaso n > m.

(e) Sialgun al, # 0 volvemos a repetir el proceso al sistema

p

/ / _ /
(Upply  --- Fly, Ty = by
/ / _ /
ot -+ tag,Tn = b

S <
!/ / /
Apolot 0 +0p,Ty = bn

\

e Cason < m.
Hacemos ceros como antes, si no hay incompatibilidades la matriz

resultante sera



(
T+ AT 0 FALT, 0 AT, = B
0+ @+ --- +>\2nxn +)\2m$m = 52
o+ 0+ .- “Hzp+ -+ +Anmz, = B,
\
consideramos z,41 = ft1, Tpi2 = 12, .., Ty = [bm—pn COMO parametros
y resolvemos llegando de este modo a un sistema compatible indeter-

minado.
e Cason > m. Hacemos ceros como en el primer caso, si no hay incom-
patibilidades obtenemos n — m filas cero y nos hayamos en el caso

n=m.
3.- Ejemplos.
(1) Discutir y resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
20 +y+2=10 x4+ 927 =2
—rt2:=2 2O opigy4=1p ERDEA
r+y+z=1 r+y+z=1
—r+2z=2 —r+ 2z =2
—y—z2=23 EEAREN —y—2z=28
y+3z=3 22 =11

(2) Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

”

To + x4 — 205 = —1 r1—ax3=1
201 — 2x9 + 223 + 2204 + 225 = 4 < T+ x9 = —2
41+ 43+ x4 — 25 =0 To+ x3 = —3

\ T1+xot+ax3+as=1 (271 + X9 — w3 = —1

5.- Definicién de Matriz. Operaciones con matrices

definicion 5.1.- Una matriz A de orden m x n es un conjunto de mn
elementos pertenecientes a un cuerpo K, dispuestos en m filas y n columnas.

a1; a2 - amn

21 A2 -+ A2p
A= = (aij)izl,Z,...,m
j=1,2,...n

Aml Am2 - Amnp

Al conjunto de las matrices de tamafio m x n con coeficientes sobre K lo
denotaremos por M,,«,(K)
definicion 5.2.- Operaciones con matrices



e Igualdad. Dos matrices A, B € M,;,«,(K) con A = (a;j)i=1.2,..m,
j=12,...,
B = (bw)z L2, son iguales si (%) (bij)
—1,2

.....

fomllz-lQ omg=1,2,..
e Suma. Sean A B € men(K) con A (aij)i=12,..m, B = (bij)i=12,...m-

j=1,2,..n j=12,...n
Se define la matriz suma C = A + B como la matriz de orden m X n

tal que

A+B (a/”—i_sz)z 1,2,...,
J= 12,,

Propiedades de la suma. Sean A, By C € M,,.»(K)
(1) Conmutativa: A+ B = B + A.
(2) Asociativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C.
(3) Elemento neutro: 30 € M, ,(K)\ A+ O =0+ A= A.
(4) Elemento simétrico: VA € M,,»,(K) 3B € M,»n(K) \A+ B = O.

e b) Producto por un escalar. Sea A € M,,.,(K) con A= (a;)i=12,..m
J
y A€ K. Se define

......

Propiedades. Sean A, B € M, (K) v a,8 €K
(1) a(A+ B)=aA+ aB.

2) a(B4) = (ap)A

3) (a+ B)A =aA+ [A.

(4) 1A = A.

e ¢) Producto de matrices. Sea A € M,,,(K) con A = (a;j)i=12,..m ¥
j=1,2

B € M,,,(K) con B = (bjn)j=12,.n.Se define su producto
h=1,2,....p

AB = (cij)i=12,..m = Z(aikbkj)izl,Q ..... m

=120 j=1.2,0.p

Propiedades del Producto. Sean A € M,,,(K), B € M,,(K),C €
Mpxh(K)a
(1) Asociativa: A(BC) = (AB)C.

El producto no es conmutativo.

e d) Trasposiciéon. Dada unamatriza A € M,,«,(K) con A = (a;;)i=12,..m
j=12,..n
se define su traspuesta, que se denota por A, como la matriz de

tamano n x m



Propiedades. Sean A, B € M;;,x»,(K) y «a,8 €K

(1) (MNA)! = \AL

(2) (A+ ) A+ B
(3) (A)' =

4) (AB)! = BtAt

definicién 5.3.-a) Diremos que una matriz es simétricasi A = A"

b) Llamamos matriz nula a aquella matriz tal que a;; =0Vi=1,2,...,m
Vi=12,....n

¢) Una matriz n x m es cuadrada si n = m. A los elementos de la forma
a;i, Vi = 1,2,...,n. son la diagonal de la matriz y su traza es la suma de
todos ellos Tr =) _._, na;.

6.- Matriz elemental. Inversa de una matriz.

Definicién 6.1.- Llamamos operaciones elementales de tipo fila:

e Permutacién dela fila iy j.
e El producto de la fila 7 por una constante A #= 0.
e Sumar a la fila 7 la j multiplicada por un nimero A.

De manera andloga se definen las operaciones por columnas.
Definicion 6.2.- Las matrices elementales son

(1) cambio de filas Fj;A o de columnas ACj;

v
B
0. 1. |
Fij =Cy = :
1 ... 0. J
Y

(2) producto de una fila por un escalar Fj(k)A o de una columna AC;

7



(3) sumar a la fila i K-veces la fila j

\
(+




(4) sumar a la columna i k-veces la columna j

\ 1
Definicién 6.3.-Una matriz A cuadrada de orden 7 se dice que es invertible
0 que tiene inversa si existe una matriz B de ordenn talque A.B = B.A=1.
Proposicién 6.4.- la inversa de una matriz si existe es tinica.
Proposicién 6.5.- Podemos calcular la inversa de una matriz por medio de
operaciones elementales, es decir:

F.- - BFRA=1 = A'=F...-FFRI.

Proposicién 6.6.- Resolucion de sistemas matriciales (vectoriales). Ejemplo.
Resolver el siguiente sistema matricial

1 2 -4 100
-1 -1 5| X=(010
2 7 =3 001



