TEMA 7. DIAGONALIZACION Y
Y FORMAS CANONICAS

1. ENDOMORFISMOS NILPOTENTES

Definicién 1.1. Endomorfismo Nilpotente. Un endomorfismo 7" € End(V') es nilpotente
si existe n € Ntal que f" =0.

Definicién 1.2. Matriz Nilpotente. Una matriz A € M, (R) es nilpotente si existe un
n € Ntal que A" = 0.

Proposicion 1.3. Sea T' € End(V') y sea B una base de V.
T es nilpotente <= MpgT es nilpotente.

Proposicién 1.4. Los endomorfismos nilpotentes solo tienen al cero como autovalor.

Definicién 1.5. Orden de Nilpotencia Decimos que k es el orden de nilpotencia de un
endomorfismo 7' € End(V) si T% = 0 perosi T"~! + 0.
Proposicién 1.6. Sea T un endomorfismo nilpotente de orden de nilpotencia k, entonces
T" =0, Vm >k

Proposicién 1.7. Sea T' un endomorfismo nilpotente no nulo y sea k su orden de nilpotencia.
Entonces se tiene el siguiente encadenamiento:

{0} CkerT CkerT? C --- Cker TV =V

Teorema 1.8. (Forma canédnica de un endomorfismo nilpotente) Sea V' un K-espacio vectorial de
dimension n. Sea T' un endomorfismo de V nilpotente de orden k < n. Entonces existe una base B
de V de tal forma que la MpT es de la siguiente manera:

0 6 0 --- 0
0 0 o --- 0
0 0 O On_1
0 0 0 0
donde ; =06 1, Vi=1,---,n—1

sea T :R’> — R® un endomorfismo cuya matriz en la base canénica es

01123 00013 00000
00012 00000 00000
Mpf=A=|000 01 Mg f2=]000 0 0 Mg f*=1000 0 0
00000 00000 00000
00000 00000 00000

Asi pues [ es nilpotente de orden 3.

ker f = L{(1,0,0,0,0)(0,1,—1,0,0)}

ker f? = L{(1,0,0,0,0)(0,1,0,0,0)(0,0,1,0,0)(0,0,0,3,—1)}

ker f* = R®
observar

{0} S ker f & ker f* G ker f> =R®
Sea W; un subespacio de R’ tal que
ker f* = ker f2 @ W,
como dimker f> =5y dimker f2 =4 = dimW; = 1sea W; = L{(0,0,0,1,0)}.
Sea W, un subespacio de R’ tal que

ker f2 = ker f @ W,
1
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como dimker f> =4y dimker f =2 = dimW, = 2sea W, = L{f(0,0,0,1,0),(0,0,0,1,—1)}.
Sea V3 un subespacio de R® tal que

ker f = {0} & W3

como dimker f =2y dim{0} =0 = dimW; = 2sea W3 = L{f?(0,0,0,1,0), f(0,0,0,1, —1)}.
la matriz de f en la base

B = {f%0,0,0,1,0), £(0,0,0,1,0),(0,0,0,1,0)£(0,0,0,1,—-1),(0,0,0,1, —1)}

es
01000
00100
Mgfl0 0 0 0 0
0000 1
00000

Demostracién. Por ser T un endomorfismo de V nilpotente de orden £ sabemos que
T" =0y porlo tanto ker 7% = V. Ademds tenemos la siguiente cadena de nticleos

{0} Cker T CkerT? C - Cker T" ' Cker TF = V.
Como ker 77! C ker T" = V existe un subespacio W; C V tal que
V =kerTF = ker T ! @ W;.
Denotaremos por
ry = dim W, = dimker 7% — dim ker 7%
Sea Wy = L{vy, -+ ,v, }, es decir,

V =kerT" = ker T" ' @ L{vy,--- vy, }.

Observar que

T*(v;) =0 paratodoi=1,...,r
T 'v;) #0 paratodoi=1,...,7;
TF(v;) = TF"Y(T(v;)) =0 paratodoi=1,...,7

es decir

1) {vi,...,v,} €kerT* {vy,...,v,} & ker TF1.

) {T(v1),...,T(vs,)} € ker T*71

De igual forma como ker 7%72 C ker T*~! existe entonces un subespacio W, C ker T*~! tal
que
ker 757" = ker T" 7 @ W.
Denotaremos por
ry = dim Wy = dim ker T7%~! — dim ker T%72.

Como
{T(vy),...,T(v,)} €ker T*' {T(vy),...,T(v,,)} ¢ ker T2
y ademés {T(v;),...,T(v,,)} es un sistema linealmente independiente en ker T"~! se sigue
entonces
Wo = L{T(v1),...,T(Vr)), Uy 11, - - Ury }
es decir,

ker Tt =ker T2 @ L{T(v1), ... T(Ur,), Vprs1s- -, Upy }»

Observar que



TFY(v;) =0 paratodoi=r; +1,...,7;
TF2(v;) #0 paratodoi =1, +1,...,7;
TF Y v;) =T (T (v;)) =0 paratodoi =1 + 1

es decir

o {1, 0} Eker T {v, 01, . v} & ker TF2,
o {T(vyy41), T (v,)} € ker TF2,

V=kerT" = L{vy, - v, } @ ker T" ! =
= L{vy, v,y ® L{T(v1), - - T(vr,), Vpy1s - -, Upy } © ker TH2

Repitiendo este proceso llegamos a escribir el espacio V de la siguiente manera:

V =L{vy,... v}
OL{T(v1), ... T(Upy), Vpi1,y v, Upy }
SL{T*(vy),...T*(v,,), T(vm“), oy T (V) Upg i1y« - Vg } B
SL{T?(v1), ... T (Vpy), T*(Vrys1)s oo T2 (Ury); T(Urg 1)y -+ T(Vrg ), Vpgi1s - -+, Upy }

@L{Tk_l(vl), .. .Tk_l(vrl), Tk_Q(va), .. .Tk_2(vr2), Tk_?’(vm“), . ,Tk_2(0r3), ey Up 415

Observamos que
r, = dimker T’

Y que

k

E ri=mn

j=1

Reordenamos todos estos vectores en orden decreciente de potencias de la siguiente man-
era:

B = {Tk_l(U1)7Tk_2(U1), e ,T(vl),vl,
Tk_l(UQ), Tk_z(l)2>, e ,T(Ug), Vo,

Tk:_l(vrl)’ Tk_2<vrl)7 R T(UT1)7 UTl?
Tk_2(v7“1+1)’ Tk_3(v7’1+1)7 s ’T(UT1+1)7 Uri+1,

Tk_z(vm—&—Q)a Tk_3(v'r’1+2)7 R T(U’/‘1+2)7 Ury+2,

Tk_2(v7”2)7 Tk_g(”m)a Ty T(Urz)a Urgs

Tk_S(UT2+1)7 Tk_4(v7‘2+1)7 T 7T('U7"2+1)> Ury+1,

Urg_1+15- - ’UT’k}

Quedando la matriz del endomorfismo en esta base de la forma:

ey Up )



010 « 0
001 — 0
660 - i
000 — 0
010 - 0
001 0
MyT = 308
01
00
01
00
0
"0
]
Sea
2 0 30
0 2 0 3
A= 00 20
0 0 0 2

la matriz asociada a f : R* — R* en la base canénica. p;(\) = (2 — \)* asi pues el tnico
autovalor de f es A = 2 con ma(2) =4 y mg(2) = 2 por lo tanto f no es ni diagonalizable
ni nilpotente.

Fijémonos en el endomorfismo (f — 2id) : R* — R* cuya matriz en base canénica es

C:

o O OO
o O OO
S OO W
S O WO

El endomorfismo (f — 2id) es nilpotente ya que (f — 2id)? = 0.
Formamos su cadena

{0} G ker(f — 2id) = L{(1,0,0,0),(0,1,0,0)} & ker((f — 2id)?) = R*.
R* = ker((f — 2id)?) = ker(f — 2id) @ Wy, W, = L{(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
ker(f—2id) = {0}y@&W,, Wy = L{(f—2id)(0,0,1,0), (f—2id)(0,0,0,1)} = L{(3,0,0,0), (0,3,0,0)}
entonces
R* = ker((f — 2id)*) = ker(f — 2id) @ Wy = {0} & Wo & Wy = Wy & W.

Por lo tanto B = {(f — 2id)(0,0, 1,0), (0,0, 1,0), (f — 2id)(0,0,0,1),(0,0,0,1)} es una base de
R* y la matriz de (f — 2id) en B es

0100
. 0000
0000
luego Mp(f) = Mp(f — 2id) + 21, es decir,
2100
0200
Mp(f) = 00 2 1
000 2



sea T : R° — R° un endomorfismo cuya matriz en la base candnica es

200 0 O
0 0 0

0 0
1 -1 0
0 0 -1

(@)
—_— O O N
[\

pr(A) = (2 — X)3(=1 — N\)? asi pues los autovalores de 7' son A = 2,—1 con ma(2) = 3
ma(—1) =2 y mg(2) =2 mg(—1) = 2 por lo tanto 7' no es ni diagonalizable ni nilpotente.
El endomorfismo (7 — 2id) : R® — R®

000 0 0 00 0 00
100 0 0 00 0 00
Mp (T —2id)=10 0 0 0 0 Mp, (T — 2id) 0O 0 0 00
001 =3 0 00 -390
010 0 -3 1 -3 0 009

ker(T — 2id) = L{3es + €5, 3e5 + e4}
ker (T — 2id)* = L{3e; + e, 3es + €5, 3e3 + €4}
ker (T — 2id)* = L{3e; + e, 3es + €5, 33 + €4}
ker (T — 2id)" = L{3e; + e2,3e2 + €5,3e3 + €4} Vn > 2

Consideremos ahora el endomorfismo 7 — 2id pero en vez de definido en todo R® definido
solo en ker(T — 2id)? C R es decir
(T — 2id) [xer(r—2iay2 : ker(T — 2id)* — ker(T — 2id)*

. el endomorfismo T' — 2id es nilpotente ya que (7' — 2id)?)|xer(7—2i02 = 0. Formamos su
cadena

{0} & ker(T' — 2id) |ker(r—2iay2 & ker((T' — 2id)?) = ker(T — 2id)*.
ker((T — 2id)?) = ker(T — 2id) @ Wy, W, = L{3e; + €3}
ker(T' — 2id) = {0} & Wy, Wy = L{(T — 2id)(3,1,0,0,0), } = L{(0,3,0,0,1),(0,0,3,1,0)}
entonces
ker((T — 2id)?) = ker(T — 2id) ©@ W, = Wy @ W.

Por lo tanto B = {(T — 2id)(3,1,0,0,0),(3,1,0,0,0),(0,0,3,1,0)} es una base de ker((T" —
2id)?) y la matriz de (7" — 2id)|xer((7—2i0)2) €N B es

010
Mp(T —2id)= |0 0 0
0 00
luego Mp(T |ker((r—2ia)2)) = Mp(T" — 2id)|xer((r—2ia)2) + 21, €s decir,
210
M ((T|ker(T 2@d)2) 020
0 0 2
El endomorfismo (7 + id) : RS — R®
30000 90000
1 3000 39000
Mg (T+id)=]10 0 3 0 0 Mp (T +id)?*=|0 0 3 0 0
00100 00100
01000 1 3000



ker(T + Zd) = L{€5, 64}
ker (T — 2id)* = L{es, e4}
ker (T — 2id)" = L{es,eq} VYn >1

Consideremos ahora el endomorfismo 7' + id pero en vez de definido en todo R’ definido
solo en ker(T +id) C R® es decir

(T + id) |xer(r+iay : ker(T' + id) — ker(T + id)
. el endomorfismo 7" + id es nilpotente ya que (7" + id)|xer(7+iqy = 0. Formamos su cadena
{0} & ker(T + id)|ker(r-+ia)2 = ker(T" + id).
ker((T' +1id)) = {0} ® Wy, W, = L{(0,0,0,0,1),(0,0,0,1,0)}

entonces
ker(T' + id) = Wh.
Por lo tanto B = {(0,0,0,0,1),(0,0,0,1,0)} es una base de ker((T" + id)) y la matriz de (7" +

id) |xer((7+i2) €N B es
Mp(T +id) = <8 8)

luego Mp(T |xer(rtiay) = Mp(T + id)|ker(r+ia) — I, €s decir,

Mp((T |xer(r+id))) = <_01 —Ol)

Resumiendo

210 1o
Mp(Tker(r—2i)) = {0 2 0 Mp (T |xer(r+ia))) = ( 0 —1>
0 0 2

Si tomo la base B = {(T'—2id)(3,1,0,0,0), (3,1,0,0,0), (0,0,3,1,0), (0,0,0,0, 1), (0,0,0,1,0)}
de R® tenemos

o T((T —2id)(3,1,0,0,0)) = (2,0,0,0,0)
. ((3,1,0, 0,0)) = (1,2,0,0,0)
e 7(0,0,3,1,0)) = (00200)
e 7(0,0,0,0,1) = (0,0,0,—1,0)
e 7(0,0,0,1,0)) = (0000 ~1)
210 0 0
020 0 0
Mp(T)=[0 02 0 0
000 -1 0
000 0 -1

Teorema de Jordan

Definicién 1.9. Llamaremos Matriz Elemental o Reducida de Jordan de orden £ y auto-
valor ) ala matriz de orden k cuyos elementos son todos nulos, excepto los de la diagonal
principal, que valen ), y los situados inmediatamente encima de la diagonal principal, que
son unos.

Ejemplos 1.10. matriz elementales de Jordan de orden 1, 2, 3, etc.
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Definicién 1.11. Llamaremos Matriz de Jordan a cualquier matriz cuadrada formada por
la yuxtaposiciéon de matrices elementales de Jordan a lo largo de la diagonal, de la forma

Iy,
J
MpT = A2

I

q

Sea T € End(V)y X € R un autovalor de 7. La aplicaciéon T — A\gid € End(V).
Consideramos la cadena

{0} € ker(T — M\oid) S ker(T — Aid)* € ker(T — Agid)® C ker(T — Agid)* ... € ker(T — \gid)" . ..

Como E;(A\g) = ker(T — \gid)" son todos subespacios de un espacio de dimension finita,
existe algin m < n tal que ker(T — \gid)™ = ker(T — A\gid)™*!; sea j € N el menor de estos
numeros naturales m.

Proposicién 1.12. Si E;(N\g) = Ej11(N\o), entonces E,(\g) = E;(Xo) para todop > j.

Demostracion. Induccién sobre r en la expresion Ej(\g) = E;;.(No), paratodor € N. [

Definicién 1.13. llamamos Autoespacio Generalizado del autovalor ), al subespacio
ker(T' — A\gid)

{0} S ker(T — Aoid) S ker(T — Moid)* G ... S ker(T — Agid)’ = ker(T — Agid)’*"
Proposicion 1.14. T'(ker(T — A\gid)?) C ker(T — \pid)’.

Demostracién. sea = € ker(T — \gid)? entonces (T — \gid)’(x) = 0, y por lo tanto (T —
Noid)’(T'(z)) = T((T — A\oid)’(x)) = 0 como queriamos. O

Corolario 1.15. La aplicacion T — \oid|(r—»yiqy € End((T — Xoid)?) es nilpotente de orden j.
Proposicion 1.16. 1 < dimker(T — \gid)? < ma(Xo).

Demostracion. ker(T — Aoid) S ker(T — Apid)! y como dimker(T — \gid) = 1 entonces
1 2 ker(T — A\gid)’. O



Corolario 1.17. j < mu(Ao)

Definicién 1.18. Indice de un Autovalor. Dado A autovalor de un endomorfismo f dire-
mos que v(\) € R es el indice de A si ker(f — \id)"™) = ker(f — \id)P para todo p > v()).

Proposicién 1.19. La aplicacién T — \;I Es nilpotente sobre el subespacio ker(T — M\, 1)™A),

Demostracion. O

Teorema 1. Teorema de Descomposicién de un Espacio Vectorial. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K finitamente generado, dim'V' = n, T un endomorfismo de V. Supongamos que
todas las raices del Pr(\) estdn en el cuerpo K. Sean Ay, ..., N, q < n, los autovalores distintos de
Pr(X), con ma(\;) las multiplicidades algebraicas de \;. Entonces:
i) V =ker(T — \\ )™M @ . @ ker(T — A\ I)ma)
ii) T(ker(T — N\I)™AP)) C ker(T — N\ I)™aP) Wi =1,... ¢
iii) dim[ker(7" — \1)™aO)] = m4())

Teorema 1.20. Teorema de Jordan Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K finitamente
generado no nulo, sea T un endomorfismo de V' y tal que sus autovalores pertenecen a K. Entonces
existe una base ordenada B de V' con respecto a la cual la matriz asociada a T es una matriz diagonal
por cajas de la forma:

I
Iro

JIx

q

Ejemplos 1.21.
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e A la matriz que se obtiene en el teorema anterior la llamaremos MATRIZ DE JOR-
DAN DE T, observar que esta matriz no es tnica.

e PREGUNTAS:
— ¢Cual es el nimero de veces que aparece un autovalor ); en la diagonal de una
matriz de Jordan?

— (Cual es el nimero de matrices elementales de Jordan de un mismo autovalor?

- ¢(Hay algtin tamafio de estas matrices elementales de Jordan que sepamos seguro
que va aparecer? ;Cudl es este tamafio?

- (Cuantas cajas de tamafio el orden de nilpotencia de un autovalor habra en la
matriz?

e EJEMPLOS:
1.- Sea V' un espacio vectorial sobre C, sea I" un endomorfismo de V' del cual sabe-
mos que:
x o(T)={3,1,-1,-2,0}
« dim ker(7T" — 3[) dlm ker(T — 31)* =2
* dimker(T — 1) =
* dimker(T — I)? = dlm ker(T — I)3 =2
« dimker(T'+ 1) =3
* dim ker(T + I)? d1m ker(T +1)> =5
« dimker(T'+21) =
* dimker(T + 21)* =
* dimker(T + 27)% = dimker(T + 21)* =7
* dimkerT =4
x dimker 7% = 6
x dimker T° = 8
* dim ker 7% = dim ker 7° = 10
a) ¢Es T un isomorfismo?
b) Determinar razonadamente la dimensién de V/
c) Calcular las multiplicidades y el indice de cada autovalor.
d) Calcular los polinomios caracteristico y minimo de T’
e) Obtened la matriz de Jordan de T'.
2.- Calcular matrices de Jordan para cada una de las siguientes matrices y las matri-
ces de paso P correspondientes, también sus polinomios minimos:

‘11 ? } _01 0 3 1 1 0 0
A= B=|2 -1 -1 C={1 0 -1
0 -2 3 -1 -2 -1 -1 1 =1 0
-1 2 -1 4
-2 1 -1 -2 0 1 0 -3 —1
D=|-1 =1 0 E=10 —-10 F=12 5 1
0 1 -3 -1 0 0 -2 -3 1
111 1
—i g —04 —41 01 1 1
N _l0 0 1 1
G=1+7 0 7 1 H =
_3 0 _4 _2 . . . .
000 --- 1

4.- Polinomios de matrices, T* y de Cayley-Hamilton



10

Definicién 1.22. Polinomios de endomorfismos Sea p(x) = ag + a1z + asx® + - -+ + a,a"
un polinomio p(z) € R[z]y f € end(V). Definimos p(f) como

p(f) =aof’+arf+asf? 4+ +anf"
donde f°=1id, fP™'= fpof.

Proposicién 1.23. o fPofl=flofr= frra.
o Si p(x),q(x) € R[z| entonces
—Mﬂ q(f) = (p+a)(f)-
p(f) o q(f) = (pa)(f)-
- Ap(f) = (Ap)(f).
o p(f)eq(f) = q(f) o p(f).

Definicion 1.24. Polinomios de matices Sea p(z) = ag+a;z+asx*+- - -+a,z™ un polinomio
p(z) € Rz] y A € M,(R). Definimos p(A) como

p(f) = apA” + a1 A+ agA* + -+ + a, A"
donde A =1, AP+l = ApA.

Proposicion 1.25. o APAT = APtd,
o Si p( ), q(z) € Rx] entonces
p(A) +q(4) = (p+ q)(A).
p(A)q(A) = (pg)(A).
- Ap( ) = (Ap)(A).
e p(A)g(A) = q(A)p(A).

EJEMPLOS: 1.- Sea A = ( =222 -3\ +1y

ra=2(} 7)o} ;2)+(é ?) (0 ) (5 )6 =G 5)

— W
\_/

o O O
|OO
—_

\—/
-~
le»—{olw
[\

OIMIH
N
lOCﬂ
=~

\_/

2 5
Asiqueg(A)= A5 = [ 2 —4 &
111

Proposicién 1.26. Si

y A € M, (K) Entonces
flA)=(A—a1)(A—az) - (A—ay)

Proposicion 1.27. Sea K un cuerpo, sea A € M, (K) entonces existe un polinomio f € K[z]| no
nulo tal que f(A) =0
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Demostracion. O

Proposicién 1.28. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K con dimV =nyT :V — V
lineal, entonces 3f € Klz|, f #0 /f(T) =0

Teorema 1.29. Teorema de Cayley-Hamilton
pa(A) =0, pr(T) =0

Demostracion. Sea A € M,,,,(K), se verifica que pa(A) = 0. Es decir, sipa(A) = b, A" + ... +
b1 A + by, ocurre que b, A" + ... + bj A + byl = 0.
Sean B = A — M y C = adj(B) (la matriz en cuya entrada ¢, ; aparece el adjunto, con su
signo correspondiente, al elemento b,,. cuando se hablé de matrices inversas, se tiene que
B -adj(B) =det(B) - I.

1) Probar que existen By, - - - , B,—1 € M,,«,(K) tales que

C =B, N '+ ..4+ B+ By
2) Probar que B - C' = det(B) - 1,,.
3) Probar que
det(B) -1, =B-C=(A-X)-C=A-C—-\C

0, equivalentemente:

bl A" + -+ biI A+ bol, = AB, A"+ + ABIA+ ABy — Byl — -+ — B, 1 \".
Deducir de ahi, igualando coeficientes, que
bol, = AB,
I, = AB;— By
bn—lln = An—lB — B
ann - _anl
4) Multiplicar las ecuaciones anteriores por I, A, - -+ , A"~!, A" y sumarlas. Deducir de ahi

que pa(A) = 0.

3
1

=@ 20 G- 1) )6 Y-

EJEMPLOS: 1.- Sea A = (1

EJEMPLOS: 1.-Si A = ( _22>, entonces pa(\) = A2 — 5\ +8y

2). Comprobar que pp(B) =0

3 2
1 11
2-SeaA= [0 1 1] Calcular A~*
0 0 1
2 2 =5 2 -1 1
3-SeaA= |3 7 —15], B=16 -3 4
1 2 —4 3 —2 3
A O 0
0 X 0
C =
0 0 - A

con \; # A; sii # j. Calcular los polinomios minimos de A, By C.

Definicién 1.30. Llamamos polinomio ménico aquel polinomio cuyo coeficiente de grado
maximo es 1, es decir, p(z) = 2" + a, 12" + @, 22" 2 + ... + @17 + ap.

Definicién 1.31. Si A € M,.,(R) entonces llamamos polinomio minimo de A, pmA(z) al
polinomio ménico de menor grado tal que pmA(A) = 0.



Teorema 1.32. y pmy divide a pa.

Demostracion.

Teorema 1.33. p4 y pm  tienen las mismas raices.

Demostracion.
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