DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA A LOS RECURSOS NATURALES
E.T.S.I. de MONTES (UPM)

Problemas sobre aplicaciones lineales puestos en eximenes de 1982 al 2003.

Junio del 82.- En el espacio vectorial (sobre R) de las funciones f : R — R que admiten derivadas de
todos los 6rdenes, se considera el subconjunto E de las funciones de la forma

fap(®) = ae* 4+ be ** con a,b € R

a) Demostrar que E es un espacio vectorial y que el conjunto { f o, fo,1} es una base de E.
b) Demostrar que para todo entero no negativo n, la aplicacién ¢, : E — E tal que

cpn(fa,b) = f;b,

siendo f,; la derivada n—ésima de f,, es una aplicacion lineal. Dar su matriz respecto de la base
anterior.

Febrero del 87.-Se consideran en R* los vectores v; = (1,0,2,2), vy = (1,1,0,—1), vz = (2,—1,3,4),
vy = (—4,3,2,1). Calcular una aplicacién lineal 7' : R* — R? tal que su nticleo tenga por base a
{v1,v2} y siimagen tenga por basea {vs,v4}.

Feb 87.-Se consideran V = R*, V; = {(a,0,a+3,0)\a, 3 € R}, Vo ={(0,u+X,0,A—p)\ X\, u € R},
yT: R* — R* con T(x1,z2,23,74) = (23,72 + T4, 21 + 23, T2 — T4)
e Demostrar que 7' es un isomorfismo y que V; y V5 satisfacen que R* =V @ V4.
e Calcular los subespacios T'(V1) y T(V2) y demostrar que R* = T(V;) & T(V3).

Junio del 87.- En R* se considera la aplicacién lineal 7' : R* — R* con
T(x1,22,23,24) = (1 — T2 + T3 + T4, —227 — 3x2 — 203 + 324, X1 — T + T3 + X4, 3T1 — 2x2 + 323 + 214).

Calcular una aplicacién lineal L:R* — R* talque rg(L) =2 y L(T(z)) =T(L(x)) =0Vx € R%

Sep 87.-Se consideran los siguientes subespacios de R* Hy = {(21, 22, 23, 24)\ #14+22—23 = 0, 14 = 0}
, Hy = {(x1,72,23,24)\ 72 + 73 = 0, 22 — 23 = 0}. Calcular la aplicacién lineal 7 : R* — R* que
satisfaga simultdneamente las siguientes propiedades: a) rg(T) =2 b) ker(T) = H; c¢)T(Hz) C Hs.

Feb 88.-Sean U, = {a+bz\a,b € R}, Us = {a+bx+cx?\a,b,c€R}. Sedefinela aplicacion lineal
f:Uy — U; talque f(a+ bx)=k(a+b)+ar+b/2z%siendo k € R una constante

(1) Determinar la matriz de la aplicacion f cuando en Us se considera la base {1,z} y en U3 se
considera la base {1,z,2?}.

(2) Determinar la matriz de la aplicacién f cuando en Us; se considera la base {1,1+ z} yen Us se
considera labase {1,1+ z,1+ x + 22}.

Feb 88.-Sea f:R? — R* la aplicacion lineal dada por
f(x1, e, x3) = (x1 — T2 + 23, 221 + T2, 1 + 2w9 — 23, 321 + 223).

(1) Estadiese la inyectividad y suprayectividad de f.

(2) En R? se considera el conjunto U = {uj,u2,u3}, y en R* el subconjunto V' = {vy,v2,v3,v4},
siendo: w1 = (2,1,0), ug = (1,0,0), usz = (—=1,3,1), v1 = (2,1,-2,1), v = (3,-2,1,0),
vz =(—1,1,0,0), v4 =(1,0,0,0),.

Demuéstrese que U y V son bases de R? y R?, respectivamente, calculando asimismo la matriz

de f en dichas bases.
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Jun 88.- Consideramos los espacios vectoriales R* y R2?, y en ellos sus base canénicas B = {e1, e, e3,€e4},
y B’ = {¢€], €4}, respectivamente.
Sea T :R*— R? la aplicacién lineal dada por

T(x1,x2,x3,24) = (29 + x3, —21 + X2, 221 + 223 — 224, 201 — 429 — T3 + X4).
Hallese una aplicacién lineal S :R* — R? que verifique:
(1) (SoT)(e1) = S(T(e1)) = 2¢5, (SoT)(e2) = S(T(e1)) = —4ey,
(2) (SoT)(es) = S(T(e3)) = —2¢| + ¢, (SoT)(ea) = S(T(ea)) = €] — 2ey,
dando su matriz asociada en las bases By B’.

Febrero del 90.- Se considera la aplicacién lineal f:R* — R* definida por
f(x1, 22,23, 24) = (71 + 22,0, 23 — 74,0).

Determinar bases del niicleo y de la imagen de f o f.

Feb 90.- Se considera la aplicacion lineal f: R3 — R3 tal que su matriz respecto de la base canénica
es

1 -1 2
-2 1 =3
-1 1 =2

Hallar una base B’ = {e}, ¢}, e4} de R3 cuyos vectores expresados en B tengan la primera coorde-
nada igual a 1, y que cumplan las relaciones:

9(e1) =0 g(ez) =1 g(es) = e,
Determinar la matriz de g respecto de B'.

Febrero del 90.-En el espacio vectorial M, formado por las matrices cuadradas de orden tres, se con-
sidera la aplicacién lineal f: M — M tal que su matriz respecto de la base canénica es

2 1 1
-1 0 -1
-1 -1 0

Comprobar que f o f = f y hallar una base del nticleo y de la imagen.
Septiembre del 90.-Sea la aplicacion f : R — R? delacualse conoce: f(1,1,1) = (3,2), f(a,3,1) =
(4,5), f(2,2,1) = (b,4), f(1,2,1) = (3,3). Determinar loa valores de a y b para que f sea una aplicacién

lineal. En estos casos hallar la matriz de f respecto de las bases candnicas.

Feb 91.- Sea f la aplicacién lineal de R?® — R? tal que su matriz respecto de la base canénica es

0o 2 -1
2 a 2
2a¢ 6 a+1

Determinar los casos en los cuales f no es un isomorfismo. En cada uno de esos casos hallar la
dimensién del ntcleo y de la imagen de f, determinando bases de cada uno de ellos.

Feb 91.- Se consideran la aplicacion lineal f, : R* — R3 definida por
falw,y) = (42 + 2y, 42 + ay, ax + y)

siendo a una constante real. Determinar para que valores de a, se obtiene una aplicacién f,, tal que el
vector (2, a, 1) pertenece a la imagen de £, y en estos casos determinar el conjunto f, (2,4, 1).

Feb 91.- En el espacio vectorial Rs[z| de los polinomios de grado menor o igual que 3 con coeficientes
reales, se considera el subespacio W formado por los polinomios de la forma az3 + bz? + bz — a (donde
a,b nimeros reales arbitrarios). Construir una aplicaciéon T € L(R3[z],R3[z]), tal que Im T = W'y
T o T = O. Representar T’ mediante su matriz respecto de la base {1, z, 2%, z3}.



Feb 92.- En los espacios vectoriales Rs[z] y Max2(R) se consideran los subespacios vectoriales
siguientes:

-6 a-p

Hallar una aplicacién lineal expresandola mediante su matriz 7 : R3[z] — Max2(R), asociada respecto
de las bases usuales de Rs[z] y Max2(R) que verifique las condiciones: 1) rg(T) =2, 2) T(W) C S
y 3) ker(T) =V ,donde V es suplementario de W en R3.

W = {(a+b)a®+ (26— a)z : a,b € R}, sz{<o‘+5 w):a,ﬁeR}

Feb 92.- Diremos que una sucesion de aplicaciones lineales £ — F' — G es exactaen F'si Imf = ker g
Se considera la aplicacién lineal f : R> — R* cuya matriz asociada en las bases canénicas es

0 0 1 1 0
1 1 1 2 2
A=1_1 10 1 29
0 0 0 0 0

a) Construir, si es posible, una aplicacién lineal h : R* — R tal que la sucesién 0 — R* — R5 — R* sea
exacta en R* y en R?.

b) Construir, si es posible, una aplicacion lineal e : R* — R? tal que la sucesion R® — R* — R? — 0
sea exacta en R* y en R2.

Feb 92.- Sea f : R3[z] — Rs[z] tal que f(p)(z) = x-p'(x) + 2k - p’(x), Vp € Rs[z], y dondep’y
p” denotan la primera y segunda derivadas de p. Consideramos la base B = {1,23,1 + z,1 — 22} de
Rs[z]. Se pide:

a) Matriz asociada a f en la base B.

b) Calcular los valores de k para los que dim(Ker f) > 1.

Teérico Feb 92.-Sea F un espacio vectorial real de dimensién n y B una base de E. Sea f un endomor-
fismo de E y A la matriz de f respecto de la base B. Consideremos la propiedad P; : 3m > 2 de modo
que rg(A) = rg(A™)

(Escribiremos f € P; cuando f verifica la propiedad P;).

Sea entonces f € P;.

a) Probar que Im f = Im f*>=--- = Im f2

b) Probar que Ker f = Ker f> =--- = Ker f™.

c) Probar que E = Im f & Ker f.

Dado ahora r € End(E), consideremos la propiedad P, : Vx € I'm r se verifica que r(x) = x.

d) Sear € P, y Ala matriz de r respecto una base de E. Calcular min{m > 1: rg(A™) = rg(A)}.

e) Dado S, subespacio vectorial de E, demostrar que existe r € P, tal que Im r = S.

f) Demostrar que si r € P, existe una base B de E tal que la matriz de r respecto de esa base es
diagonal. Dar una base en esas condiciones y su matriz diagonal asociada.

g) Dado r € P y p un nimero natural cualquiera, calcular las soluciones de APz = 0, donde A es la
matriz asociada a r respecto de una base cualquiera, no necesariamente la calculada en el apartado f) y

I
x=|: |,conz; € R paratodoi=1,...,n.

Tn

Feb 92.- En el espacio vectorial R3[z] de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual
que 3, se consideran las bases B = {1,z,2% 23} ylabase B’ = {1,—1+x, (z — 1)?, (z — 1)3}. Calcular
las matrices de cambio de base de B a B’y de B’ a B.

Como consecuencia, si se sabe que p(z) = 3z — 3z% + 23 es el polinomio de Taylor de orden 3 de
una cierta aplicaciéon f : R — R en el punto = = 1, hdllense los valores f(1), f'(1), /(1) y f”(1). Se
recuerda el polinomio de Taylor de orden 3 de una cierta aplicacién f en el punto z = 1 es

p(a) = f(1) + f (1)@ = 1) + f/(1)(x = 1)%/20+ f"(1)(z — 1)°/3L.



Jun 92.- En el espacio vectorial Rj[z] de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o
igual que 2, se considera la aplicaciéon

donde ¢(p)(z) = p(z + 1) — p(z) — p(0)z.

a) Demostrar que ¢ es lineal y hallar su matriz asociada en la base usual de Ry [z].
b) Calctilense bases del nticleo y la imagen de ¢.

Feb 93.- Dada la base B = {1 + z,x + 22,22 + 23,23} de Rs[z] (los polinomios con coeficientes
reales de grado menor o igual que 3), Sea T : Rs[z] — R3] la aplicacién lineal definida por:
T(l+x)=1, T(z+2%) =1+ 2z, T(2>+2%) =22 + 322, T(2?) = 22

e Calcular la matriz asociada a 7" respecto a dos bases de R3|x], especificando las bases que sean
elegido para ello.
e Calcular una base de ImT'y una de ker 7.

Febrero del 93.- Sea E un espacio vectorial real con dimensién dimE = 2n para algtn n € N. Sea
f :+ E — E un endomorfismo tal que dim(Ker f) = n. Estudiar, demostrando si es cierta o no, la
siguiente proposicion:

a) Si fof=0entonces Ker f =1Im f.

b) ¢ Es cierta la proposicién anterior si no se supone que dim(Ker f) =n?.

Feb 93.-Construir una aplicacién lineal 7 : R> — R® talque ImT C Ker Ty (1 a 1 1 1)eImT
para cualquier a € R. Dar su expresién matricial respecto de la base canénica de R°.

1 01

Jun 93.- Sea A= (0 10

> € May3(R). Consideremos la aplicacién

Ty: Moxs(R) — Moys(R)
B — AB

es decir, T(B) = A.B'.

e Probar que 7T}y es lineal, y calcular su matriz respecto de las bases usuales o candnicas de

May3(R) y Maxa(R).
e Calcular ker Ty e ImT 4.

Sep 93.- Sea V el espacio vectorial de las funciones infinitamente derivables con las operaciones
usuales generado por {expz,exp—z,73 + 2°,1}. Sea T : V — Ry[x] la aplicacién que asigna a

cada funcién f € V su polinomio de Taylor de orden dos en « = 0 (es decir, T'(f) = 22:0 ! ’“’lgo) zF).

e Demostrar que T es lineal y calcular bases de Ker T'e Im T'.
e Encontrar todas las funciones g € V que cumplan que g(0) = ¢”(0) = 0.

Feb 94.- Dada la aplicacién lineal
I: Py(R) — R
pl@) = I(p)= [} pa)de.
Sea
S ={p € PyR):px)=p(—z) Ve ecRyI(p) =0}
Probar que S es un subespacio vectorial de Pyg(R) y calcular la dimensién de dicho subespacio S.

Feb 94.-Consideremos los espacios vectoriales P3(R) y Max2(R) y sea o un ntiimero real. Definamos
la aplicacién
To: P3(R) — Maxa(R)
p = To(p)
donde T, (p) = (p/(a) pla+1) ) siendo p’ la derivada del polinomio p. Se pide:
° pla) pla+1))”
a) Demostrar que T, es lineal.



B s s [{1 0) (0 1\ [0 0\ [0 0O _
b)DadasBc—{l,:r,w,:U}yBc—{(O o) lo o)l \1 o) o 1 . Calcular las coorde

nadas de T, (1), Tn (), To(2?), To(23) en la base B..
c) Calcular la matriz asociada a T, respecto a las bases B. y B;. ( es decir, Mp, 5 (Tx)).

d) Consideremos ahora los conjuntos B = {1 + 2z + 222 + 223, 2 + 222 + 223,22 4+ 223,23} y B =
1 2 0 1 0 0 0 0 .
{ (2 2) ) (2 2) ) (1 2) , (0 1) } . Probar que By B’ son bases de P3(R) y Max2(R), respectiva-

mente. Calcular la matriz asociada a Ty, respecto a las bases By B’
e) Calcular la dimensién del ntcleo y de la imagen de 7,,. Hallese una base de la imagen de 7,,.

f) Sea (Z Z) € May2(R). Estudiar si existe p € P3(R) tal que Ti,(p) = (Z 2) . ¢Es tnico?.

g) Resolver, segtn los valores de los parametros «, a, b, ¢, d el sistema lineal

T +ay +a?z +ast =a
r +Ha+ly +(a+1)?2 +(a+1)3t =0b
+y +2az +3(a)’t  =c

+y +2(a+1)z +3(a+1)*t =d

h) Demostrar si es cierta o no la siguiente proposiciéon: Vo € R existe una base, B, de P3(R) y B, base
de May2(R) tal que la matriz asociada a T, respecto a las bases B, y B, es la matriz identidad.

i) Sea Sy = {p € P3(R) / p(a) = p(a + 1) = 0}. Demostrar que S, es un subespacio de P3(R) para
todo a € R. Construir un suplementario de S,.

j) Construir una aplicacién lineal L, : P3(R) — Max2(R) de rango 2 tal que L, (p) = T»(p) para todo
pES,.

Ene 95.- Consideramos la base de R3, B = {(-2,1,3)(-1,4,1)(-1,3,1)}. Sea T : R3 — R2

aplicacién lineal dada por
T(-2,1,3) = (5,—-3) T(~1,4,1) = (o, 1) T(~1,3,1) = (1, 3)

cona, 8 €R.

a) Estudiar para que valores de v y /3 la aplicacion lineal 7' es inyectiva.

b) Obténganse justificadamente los valores de o y 3 par que la aplicacion lineal 7" sea sobreyectiva.

De otra aplicacion lineal S : R?* — R? conocemos que S(0,—1,1) = (3,1), S(2,—-1,4) = (16,17),
S(1,1,1) = (5,8).

c) Comprobar que existe una tinica aplicacién lineal que verifica los requisitos impuestos a S.

d); Para qué valores de « y (3 las aplicaciones lineales 7" y S son la misma aplicacion lineal?.

e)Para los valores de o y 3 hallados en d), calctlense bases del nticleo y la imagen de 7T'.

Feb 95.- Sea V el espacio vectorial generado por la base B = {expz, exp —z,sinz, cosz}. Definamos
la aplicacion lineal T : V — R? definida por T'(f) = (£(0), f'(0), f"(0)).
e Calctilese la matriz de T respecto de las bases By la can6nica en R?.
e Sea f € V. Obténgase (respecto a f) todas las funciones g € V que cumplan que g(0) = f(0),

g'(0) = f'(0) y ¢"(0) = f"(0)

Feb 95.- Sea la aplicacién lineal 7, : R — R3 (m € R) tal que
To(z,y,z) = (mx+y+z,2+my+z,x+y+mz).

Calcular el rango de 7}, la imagen de T}, y el nticleo de T5,.

Abril 95.- En el espacio vectorial R3[z] de los polinomios de grado menor o igual que 3 con coeficientes
reales. Sea T : (R3[z] — Ra[z]) la aplicacion definida por T'(p(z)) = p(x + 1).
e Probar que T es lineal.
e Calcularla ImT y el KerT.
e ;Existe alguna base B de R3[z]) tal que M (B,, B)T = I?. Razonar al respuesta



Junio del 95.- En Masy2(R), el espacio vectorial de las matrices reales 2 x 2, sea la aplicacién

e a1l a2 ai2 + a1 +az ai +a + a
Toc: Maxa(R) = Moxa(R) definida por T <a21 a22> a (an + a2 +az air +a2+ a21> ’
(1) Demostrar que 7 es lineal.
(2) Calcular la matriz asociada a 7" en la base canonica.
(3) Comprobar que si A € May2(R) es simétrica entonces T'(A) es simétrica y que si A € May2(R)
es antisimétrica entonces T'(A) es antisimétrica
(4) Calcular el KerT y ImT.

Sep 95.- Dados el vector v = (1,1, 1) y el subespacio W de R3 generado por los vectores {(1, —1,0), (1,0, —1)}.
Determinar una aplicacién lineal 7" : R? — R3 tal que verifique simultdneamente las siguientes condi-
ciones:

(i) T3 =1 (I eslaaplicacion identidad en R3).
(i) T # 1.
(iii) T(v) =v, T(W) C W.
(iv) T es ortogonal.

INDICACION: Puede ser ttil establecer que T'(W) = W y considerar la restriccion de T"a W.

Feb 96.- 1) En R* consideramos el subespacio W generado por los vectores (1,0,0,0),(0,1,0,0). Sea
ey = {T : R* — R*lineal \ W C Ker T}

(Notese que ey es un subconjunto del conjunto de todas las aplicaciones lineales de R* en R?).

Demuéstrese que ¢y, con las operaciones usuales, es un espacio vectorial real y calctlese su di-
mension.

2) Consideramos en R" (n € N) un sistema {vy,...,v;} linealmente independiente y sea W el sube-
spacio generado por el anterior sistema de vectores. Pruébese que

ew = {T : R* — R*lineal \ W C KerT}

con las operaciones usuales, es un espacio vectorial real y calctilese su dimension.

Feb 96.- Para cada ntimero real a consideramos la aplicacion lineal

S : R4 — R*
S(x1, 20, 13,74) +—— (w1 — T2 + g, 29 — T3 — T4, QT3 + T4, a1 — To + a’2y).

Determinar, para cada valor de o que lo permita, una aplicacién lineal

T: R - R?
tal que cumpla simultdneamente:
iy rg(S+7T) = 2.
ii)) So(S+T) = 0.

Expresar T respecto de la base canénica de R*.

Feb 96.- Sea E el R espacio vectorial engendrado por la familia F = {1,sin, cos} con las operaciones
usuales de la suma y producto de funcién por escalar. Consideramos las aplicaciones f,, : B — R?
a € [0,7/2), de las que se sabe:

fa(sin(a + x)) = (m,1) fa(cos(a+ x)) = (0,e) fo(tan(a)) = (m,1)
Obtener razonadamente:

(1) Los valores de @ € [0, 7/2) para que las igualdades anteriores determinen una aplicacién lineal.

(2) La matriz A, de la aplicacién f, respecto de la base de E, extraida de F), y la base canénica de
R2, segln los distintos valores de «.

@3) ker fo eSfa

(4) El transformado mediante f,, cuando sea lineal, de cos?z/2 expresdndolo en la base de R?

B = {(71-7 1)7 (07 6)}



Jun 96.- Para cada nimero real o consideramos la aplicacién lineal f : R* — R* determinadas por
f(z,y,2,t) = (ax —y + at,2y — z — t,az + at,ax —y + o?t), y. unaaplicacién lineal g:R* — R*
tal que cumpla simultdneamente: 1) rg(f +¢g) =2 2) fo(f +g) =0.

Expresad T respecto de la base canénica de R*.

Jun 96.- Dadas las aplicaciones lineales f : R? — R®y g : R — R3, determinadas por
flz,y,2) =(x+y—220+2y —42,20 +2y+2z2), y
9(2,1,1) = (1,1,0), g(1,1,1) = (1,3,1), ¢(2,0,1) = (0,2, —1) .
Calcular el nticleo y la imagen de la aplicacién lineal (f + g).

Feb 97.-Se consideran las aplicaciones lineales f : R* — R? tal que su matriz respecto de las bases
canodnicas es
010 -1
021 -1
021 -1
yg:R* — R? tal que su matriz respecto de la base canénica es

1 2 20
1 110
11 21
1 011

Determinar una aplicacién lineal & : R* — R tal que verique las condiciones siguientes:

)hog=f
2) h(1,0,0,0) = (0,0,1).

Feb 97.-Sea A € Majy2(R). Consideremos la aplicacién

fi Maxa(R) —  Maxo(R)
X — AX—-X.A

e Probar que f es lineal.

e Tomemos la matriz A = (2 1 . Demostrar que el conjunto W de las matrices X € Msoyo(R
) q ]

-2 0
tale que A.X = X.A es un subespacio vectorial de May2(R).
e Dar una bases del subespacio W.

Jun 97.- En el espacio vectorial R" sean f y g dos endomorfismos tales que: a) f + g =id b)go f = 0.
e Pruebese que también se tiene f o f = f, asicomo fog=0.
e Demostrar que R" = Imf @ Img.
e Consideremos el endomorfismo h : R3> — R3 dado por h(1,0,3) = (1,1,—6), h(2,1,1) =
(1,0,4), h(—2,—1,0) = (1,0,4). Determinar razonadamentesihoh =hohoh # h.

Feb 98.-Sea H el conjunto de las aplicaciones lineales f : R* — R3 tales que verifican las tres
condiciones siguientes: 1) rgh = 2, h(1,1,1)! = (4,2,2)" y3)

1 11 2 4 0 2
(2 1 1)'H_<3 6 0 3>
donde H es la matriz de h respecto de las bases canénicas.

Describir los elementos de H dando su matriz asociada respecto de las bases canénicas.;es H un
subespacio de £(R*,R?)?.

Feb 98.- Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita, sea 7' : V' — V un isomorfismoy S : V — V'
una aplicacién lineal con ker S # {0}. Estudiar, demostrando si son verdaderas o falsas, las siguientes
afirmaciones.

i) rg(T o T)=rg T
ii) rg(S o S)=rg S
iii) rg(T o S)=rg S



iv) rg(SoT)=rg T
v) rg(T o S)=rg(5oT)

Feb 99.- Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon 4y L( V', V) el espacio vectorial de las aplicaciones
lineales de V' en V. Estudiar si los siguientes subconjuntos de L( V', V') son o no subespacios vectoriales:

DAT e L(V, V) /rg(T) =4}

i) {T € L(V. V) / g(T) < 4}
i) {Te L(V, V) /rg(T) < 2}
iv){TeLV,V)/rg(T)=0}
W AT e LV, V) (T T) = rg(T)}

Feb 99.- Sea T : R?® — R3 una aplicacién lineal cuya representacion matricial en la base canénica es
-1 1 2

2 1 1].Determinar razonadamente una aplicacién lineal S : R? — R3 tal que
1 11
SoT=ToS y S(1,0,0) = (1,1,1)
Jun 99.-Sean W = {p € R3[z] : p(1) = 0} un subconjunto de R3[z] y T : R3[x] — Rs[z] una aplicacién

lineal definida por T'((p)(z)) = (1 — z)p'(x) + p(z).
a) Demostrar que W es subespacio vectorial de R3[x] y dar una base de W.
b) Probar que para cada p € W se tiene que T'(p) € W.
Consideremos ahora la aplicacién lineal S : W — W tal que S(q) = T'(q) para todo ¢ € W.
c)Obtener la matriz de S respecto de la base de W calculada en a).
d) Calctlense bases del nticleo y la imagen de S.

Feb 00.- Sea T’ : R?* — R3 una aplicacion lineal definida por

T(1,0,0) = (1,0,1)
T(0,1,0) = (0,1,0)
ToT =T

Obtén la matriz asociada en la base canénica de una aplicacion lineal S : R? — R? tal que

ToS=0, SoS=S 'y S(1,1,1)=(0,0,3)

Feb 00.- Sean
1 1111 1 2 3 4 5
01 2 3 4 01 3 6 10
0 01 3 6 0 01 4 10
0 00 1 4 0001 5
00001 0000 1

(a) ¢esla matriz A equivalente a la matriz C?. Resuelve AX = C.
(b) Sila aplicacion Id : Ry[z] — Ryz], Id(p) = p Vp € Ry[z], tiene por matriz asociada en la base
canénica B, = {1, x, 22,23, 2%} y cierta base B; a la matriz A encuentra dicha base B;.
Expresa el polinomio p(z) = 1 — 2z + 42% — 323 + 2 en potencias de (z — 1).
(c) Si ahora A matriz asociada a una aplicacién lineal f : Ry[z] — Ry[z], en la base canénica
B. = {1,z,22, 23, 2*}, encuentra, si es posible, un par de bases B, y Bs tales que Mp, p,(f) = 1.

Jun 00.- Se considera el conjunto W de matrices reales 3 x 3 que son de la siguiente forma

c d e
W = b ¢ d),abcdeeR
a b c

con la suma usual de matrices y el producto usual de matrices por niimeros reales

(1) Demostrar que W con dichas operaciones es un espacio vectorial real y dar una base.
(2) Sea S C W el subconjunto de las matrices de W que son ademads simétricas. Demostrar que S es
un subespacio vectorial de W' y calcular un suplementario de S en W



(3) (Notad que si A € W entonces A® € W). Sea

T: W — w
A = T(A) =434

Demostrar que T es lineal y calcular su matriz asociada respecto a una base (a elegir por el
alumno)
(4) Probar que T es diagonalizable y calcular una base de autovectores de T

1 3 6

Feb 01.-Sea A = <2 6 12

) € May3(R). Definamos la aplicacion lineal
T: Mso(R) —  Maoya(R)
X — T(X)=AX.
Se pide:
(1) Calcular la matriz asociada a 7" en las bases candnicas de M3x2(R) y de Max2(R), y hallar una
base del ntcleo y una base de la imagen de 7.
(2) Resolver la ecuacién matricial AX = 0, donde 0 denota la matriz nula del espacio May2(R).
(3) Encontrar la forma general de todas las matrices B € May2(R) tales que la ecuacién matricial
AX = B tiene solucién.
Feb 01.- Sea f : R3 — R* una aplicacién lineal cuya matriz en las bases canénicas de R3 y R* es

0 0 -1
0 1 1
A= 0 -1 0
0 0 0

Se pide construir g : R* — R? aplicacién lineal que verifique las condiciones siguientes:
(1) dim(ker(go f)) < dim(ker(g))
) (g) = {(x,y,z) < Rg/x —zZ= 0}
¢Es tinica la aplicacién lineal g? Calcular la matriz de la aplicacion lineal g que se haya construido,
respecto de las bases canonicas. Feb 03.- Se considera el R-espacio vectorial R3[x] de los polinomios de
coeficientes reales y grado menor o igual que tres:
¢ a) (4 puntos) Probar que los subconjuntos U y W,
U={peRsfz]: p(z) =p(-2)}
W = {p € Ryz] : p(a) = —p(=2)}
son subespacios vectoriales de R3[z] y dar una base de cada uno de ellos.
e b) (2 puntos) Probar que R3[z] = U & W, obteniendo para cada p € R3[z] polinomios u € Uy
w € W tales que p = u + w.
e ¢) (4 puntos) Se considera la aplicacién 77,75 : R3[z] — Rs[z] definida del modo siguiente:
para cada p € Ry[z]
Ti(p)(x) = p(z) + p(—x)
Ty(p)(x) = p(z) — p(—2)
Demostrar que las aplicaciones 7, T3 son lineales y que verifican:
T12:2T1 Tl OT2:0



