DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA A LOS RECURSOS NATURALES
ALGEBRA LINEAL. CURSO 1999/2000

Tema 7. Diagonalizaciéon y Formas candnicas

e Autovalores, autovectores y polinomio caracteristico.

e Diagonalizacién de matrices y endomorfismos.

e Endomorfismos nilpotentes. Estructura.

e Polinomios anuladores. Teorema de Cayley-Hamilton. Polinomio minimo. Propiedades basicas.
e Descomposicién en suma directa de autoespacios generalizados. Teorema de Jordan.

Problemas

(Feb. 2000) Determina la matriz canénica de Jordan J de la matriz

b 0O 0 O
_la+2-=b a -1 0
A= 0 0O b O
a+1—-b 0 0 a

Halla una matriz de paso P, tal que J = P7'AP, segin los distintos valores de los pardmetros
reales a y b.

(Sep. 99) En aquellos casos en los que A tenga rango 3, determina la matriz candénica de
Jordan de A, asi como una matriz de paso, segin los distintos valores de los pardametros reales a

y b.
2a¢ —2a+3 —-3+2a 2a+ab-—0>

A 0 2 —24 2a ab
10 0 2a ab
0 0 0 b

(Jun. 99) Halla la forma canénica de Jordan de una aplicacién lineal f : R” — R” de la
que sabemos que tiene dos unicos autovalores y que:

(1) dimker f* — dimker f3 =1

(2) f*(v) Vv € ker f°

(3) ker(f —3I)3 = L{(1,0,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0,0)}

(4) dimker(f — 3I) < dimker(f — 3I)?
(May. 99) a) Para cada valor del parametro a, calcular la forma canénica de Jordan, J,
de la matriz

21 00
0 a a O
A= 00 a a
0 0 0 2
b) Hallar la matriz invertible P tal que J = P~'AP para cada uno de los casos del apartado

anterior

(Feb. 99) Sea B = {v;,v9,v3,v4} una base de R*. Encontrar una aplicacién lineal T : R* —
R* tal que ST = L{v; + vo,v3 + v4} y ker T? = R*. Dar la matriz asociada a T en la base B de
R* A, su forma canénica de Jordan J y una matriz P tal que A = P~'JP



-1 2

(Feb. 99) Dada la matriz A = . 1

T : Myys(R) — Myyo(R) definida por
T(X)=A"1.-X A

) € Myy2(R), consideremos la aplicacién lineal

Se pide:

i) Hallar la matriz de T respecto de la base B={(§8),(88),(99),(39)}.

ii) Probar que 1 es autovalor de T'. Describir el conjunto F, formado por los autovectores asociados
al autovalor 1.

iii) ;Qué relacién tiene E con S = {B € Myys : AB = BA}?. Dar una base de S.

(Sep. 98)Dada la matriz M

1 -1 -1 0
1 -1 -1 0
M= 0 -1 0 -1
-1 1 1 0

i) ( 7 puntos ) Calcular la forma canénica de Jordan J de M y una matriz P tal que
M=P1jpP
ii) ( 3 puntos ) Encontrar una matriz C' tal que M?*(M +I) = C

(Jun. 98)Definir un endomorfismo 7 : R* — R* que verifique:

1) El autoespacio generalizado asociado al autovalor 2 es Vo = {(z,y,2,t) € R* | y = 0,2 —
z—1=0}
2) T(1,0,1,0) = (3,0,2,1)
3) |M| =4 donde M es la matriz de T en la base candnica.
4) Existe A > 0 tal que (T — A)(1,-1,0,0) = (1,—1,1,—1) y (T — XI)*(1,—1,0,0) =
(0,0,0,0)
Dar la forma canénica de T', Jr v la matriz de cambio de base @ tal que M = Q~*J;Q
Las operaciones pueden dejarse indicadas

(May. 98) Dar las posibles formas canénicas de Jordan para un endomorfismo 7" : R" — R”
que cumple:
1) rgT' =5
) T%(1,0,0,0,0,0,0) # 0, y 7°(1,0,0,0,0,0,0) = 0
3) dimker(T'—1) =1
4) El polinomio caracteristico de T es Pr(\) = (A\; —A)"(Aa—A)" " donde A\, # Ay, A1, A2 € R

yreN

a—1 1 3

(May. 98) Consideremos la matriz A = 1 a =2
0 1 1+a
a 1 0
1.- Probar que la forma canénica de Jordan J4 de Aes [0 a 1
0 0 a

a® n—l -1 a 2
2.- Probar por induccién que J% = | 0 a“ na=!

0 0 a™

3.- Calcular los valores de a para los que existe el limite lim,, (22) , donde la sucesion <:§Z> ,

n

()= (1)

, . Tn+41 Tn
estd definida recurrentemente por (ZZJn+1 ) =A (gn )
n+1 n

2



(Sep. 97)Determinar el endomorfismo de R3, h, tal que verifique las dos condiciones
siguientes.

i) Los subespacios L{(1,0,1)} y el de ecuacién x; — x5 + x3 = 0 son sus autoespacios (sube-
spacios propios)
ii) ~(0,0,1) = (1,0,1)

(Sep. 96) Sean U e I matrices de orden n, n > 2, tales que siendo w;; e 1;; los términos
situados en la fila ¢ y columna j de U e I respectivamente, se verifica
1, sii=j
Uz:]_,v%:].,,n, L = ’ .. .7
o J {o, i
yA=U—-1.
Se pide:
1. Calcular det (A — wl),w € R.
2. Determinar razonadamente los autovalores de A.
3. Determinar bases de los subespacios propios de A.
4. ;Es A diagonalizable?Obtener, en cualquier caso, la forma reducida de Jordan de A.

(Sep. 96) Sea el sistema matricial

AP —A2=0
S) =
(5) {A3+A2—A—I:O

donde A, I e ngg(R).
1. Probar que si B € M3,3(R) es solucién de (S), entonces B es diagonalizable.
2. Calcular todas las soluciones del sistema (S).

(Jun. 96) Consideremos la matriz

7 11 -2 -2 —6
7 011 -2 —4 -7
201 1 2 2

A=1 600 1 1 6
8§ 00 0 1 -8
0 11 -2 —2 -9

a) Obtener la matriz canénica de Jordan de A.
b) Calcular razonadamente los rangos de las siguientes matrices:

(A+2I1)* , (A+21)*
(A-1)* : (A—=1)*",
(A+30°(A-1)3 |, (A+31)3(A-1)°.

(Feb. 96) En un bosque de robles se ha detectado la presencia de tres especies de hongos
perjudiciales para los arboles. Tras estudios en el laboratorio, el tratamiento con un producto
especifico permite controlar la poblacién anual de las tres especies de hongos en funcién de las
poblaciones del ano anterior mediante las siguientes relaciones:

Tn+1 = —2x, + Yn + 22y,
Yn4+1 = —2x, + 42,
Zpt1 = —Tp T+ 2271

donde x,, yn, 2, son el numero de hongos de cada una de las tres especies que hay después de un
tratamiento de n anos con dicho producto.



(a) {Conseguird el producto eliminar totalmente las tres especies de hongos independientemente
de cuales sean las poblaciones al iniciar el tratamiento?

(b) Se ignora si el producto es danino para las plantaciones aledanas. Por ello, y asegurando la
desaparicion de los tres tipos de hongos, es conveniente emplear el tratamiento durante la menor
cantidad de anos posible. ;Cudl es el periodo minimo de anos que han de trascurrir para tener la
certeza de la erradicacion total de las tres especies?

(Sep. 95) Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita n, n > 1. Sean S y T
endomorfismos de V. Demostrar si son ciertas o no cada una de las siguientes afirmaciones:

(i) El polinomio caracteristico del endomorfismo S + 7" no coincide con la suma de los poli-
nomios caracteristicos de S y T

(ii) El polinomio caracteristico del endomorfismo « - T', con a € R, coincide con el polinomio
caracteristico de T" multiplicado por a™.

(iii) El polinomio caracteristico del endomorfismo S o T' no coincide con el producto de los
polinomios caracteristicos de S y T'.

(iv) Si T es un endomorfismo autoadjunto entonces sus polinomios minimo y caracteristico
coinciden.

(v) Sean A1y Ag (A1 # Aa) los autovalores del endomorfismo 7" tales que

dimker(T — M) =dy =1 y  dimker(T — M) =d, |
con dy + dy = n, entonces el polinomio minimo de T viene dado por
pmr = (A — AP (A= )™

A0 0
(May. 95)i)Sea J =1 0 Xy 1 |.Demostrar, por induccién sobre n que
0 0 X
o0
=0 A part
0 0 A
1 -3 3
ii)Sea A= |1 —4 5| . Calcular A"
1 —4 5

iii) Sea { X, }men C R3 una sucesién de la que sabemos que X; = (_(1)1) y Xpi1 = AX,, siendo A

la matriz del apartado anterior. Calcular el término Xos.

(Jun. 94) Diremos que un endomorfismo 7" : R" — R™ es separable si se cumple que
kerT'N ImT = {0} .

Estudiar, demostrando si son ciertas o no, las siguientes proposiciones:

a) Todo endomorfismo diagonalizable es separable.

b) Todo endomorfismo separable es diagonalizable.

¢) Un endomorfismo S : R" — R™ es separable si y sélo si existe un endomorfismo diagonal-
izable D : R" — R" tal que ker S =ker D e ImS = ImD.

(Jun. 92) Hallar la forma canénica de Jordan de todas las matrices A € Mj3(R) que
verifican la ecuacion

A2 —5A2 +8A — 41 = 0.



