Algebra Lineal. Curso 00-01
Tema 7: FORMA CANONICA DE JORDAN. 19D

Feb 01.- Sea R, [z] el espacio de los polinomios reales de grado menor o igual que n, y
consideramos la aplicacion lineal

T: Ryz] — R, [z]
p o P
donde p*) es la derivada k-ésima de p.

(i) (7 puntos) Calcular su forma candénica de Jordan.
(ii) (3 puntos) Hallar una base de Jordan en el caso n = 2

Sep 00.- Sea W el subespacio de las matrices reales 4 x 4 generado por el sistema

0000 0000 1000 0000

0000 0000 0100 0000

0oo0o0O0O}”y1000]710 000”100 1O0

1 000 0100 0000 0001
Determinar todas las matrices de W cuya forma canénica de Jordan pertenece a .

Sep 00.- Sea a € R. Se considera la aplicacion lineal
T, : Rslz] — Rs|z]
p v+ Tulp)

donde T, (p)(z) = 2al=pl),

r—a

Calcular la forma canoénica de Jordan de 7, y una base para 75,.

Jun 00.- Sean, en adelante, n un nimero pary 7 : R* — R” un endomorfismo nilpo-
tente con orden de nilpotencia 2.
1) Demostrar que rg (T') < 3.
2) Sea k € Ntal que 0 < k£ < 7. Construir una aplicacion lineal S : R" — R" nilpotente con
orden de nilpotencia 2 tal que rg (S) = k.
3) Demostrar que rg (1') = 5 sisolosi Im (T') = kerT.
4) Calcular la forma de Jordan de 7" en funcién de su rango.

Jun 00.- Calcular la forma canénica de Jordan de la matriz M dependiendo del pardmetro
real a
a+1 a—1 1 1
a+1 a—-1 -1 -1
0 0 a+1 a-1
0 0 a+1 a-1

En el caso a = 0, dar una matriz P de modo que M = P! - J - P.

M=

Mayo 00.- Sea el espacio vectorial R*[z] de los polinomios con coeficientes reales de
grado menor o igual que 3. Consideremos la matriz

0 1 -2 0
0 -2 2 0
A=10 9 1 3
0 2 1 3

y fijamos la base de R?[x]



B={l,2> —x+1,2° — 2% 2°}
Sea T : R*lx] — R3[z] la aplicacién lineal tal que su matriz asociada a la base B es

Mg(T) = A. Calcular la forma canénica de Jordan, J, de la matriz A y una base B’ de los
polinomios de R®[z] tal que Mp/(T) = J.

May 00.- Sea D € M,,»,(R). Diremos que es una matriz dorada si se cumple que
DF*?2 = DKt 4 DF parak =0,1,2,--- (k e NU{0})
recuerda que D = [ para cualquier matriz D.

e (2 puntos) Notad que la igualdad anterior en & = 0 se convierte en D> = D + I. De-
mostrar que D es dorada < D*—-D — [ = 0.

e (2.5 puntos) Demostrar que si D es una matriz dorada entonces es invertible y diago-
nalizable.

e (2.5 puntos) Describe todas las matrices diagonales, n x n que son doradas. Usando la
relaciéon de semejanza, dar una forma general de todas las matrices doradas de tamafio
n X n.

¢ (2 puntos) Demostrar que si D es una matriz dorada entonces I — D es también dorada
y calcular la inversa de I — D.

c11 csl
e (1 puntos) Sean D;, D,,---, D, matrices doradasy C) = ( : ), ,Cy = ( : ); S
can CcsM
vectores de R™ Sea X = Y7, DFC;. Demuestra que la sucesién de vectores {X;}
cumple la condicién de Fibonacci, esto es,

Xk+2=Xk+1+Xk Vk:O,l,Q, (]CGNU{O})

Feb 00.- Calcular la forma canoénica de Jordan J de la matriz

b 0 0 O
la+2-b a -1 0
A= 0 0 b 0
a+1—-b 0 0 a
Hallar la matriz de paso P, de modo que J = P! - A - P, segtin los distintos valores de los

pardmetros reales a y b.

Jun 99.- Hallar la forma canénica de Jordan de f : R” — R una aplicacion lineal de la
que sabemos que tiene dos tinicos autovalores y que:

a) dimker f* — dimker 2 = 1.

b) f4(v) =0 Vv € ker f°.

c) ker(f — 3id)* = L{(1,0,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0,0)}.

d)dim ker(f — 3id) < dimker(f — 3id)3.

Feb 99.- Sea B = {vi,vs,v3,v4} unabasede R*. Encontrar una aplicacién lineal
T:R*— R* tal que ImT = L{vy + v2,v3+v4} y kerT? = R* Dar la matriz, A, asociadaa T
enlabase B de R* suforma candnica de Jordan Jy una matrizde P talque A= P~'JP.

-1 2

Feb 99.- Dada la matriz A = < 1 4

T : Maya(R) — Mayo(R) definida por
T(X)=A". XA

) € Mays(R), consideremos la aplicacion lineal

Se pide:



i) Hallar la matriz de T" respecto de labase B = {({§),(34).(%3),(89)}.
ii) Probar que 1 es autovalor de T Describir el conjunto F, formado por los autovectores

asociados al autovalor 1.
iii) ;Qué relacion tiene E con S = {B € My : AB = BA}?. Dar una base de S.

Sep 98.-Dada la matriz M

1 -1 -1 0
1 -1 -1 0
M=10 -1 0 41
-1 1 1 0
i) (7 puntos ) Calcular la forma canénica de Jordan J de M y una matriz P tal que M =

PP
ii) (3 puntos ) Encontrar una matriz C' tal que M*(M + I) =C

Jun 98.- Definir un endomorfismo 7" : R* — R* que verifique:
e El autoespacio generalizado asociado al 2 es V5 = {(x,y,2,t) e R\ y =0; x —2z—t = 0}.
e 7(1,0,1,0) = (3,0,2, 1).
e |M| =4 donde M esla matriz de T" en la base canénica.
e Existe un A > 0 tal que (7' — M\I)(1,-1,0,0) = (1,—-1,1,-1) y (T — A\I)*(1,-1,0,0) =
(0,0,0,0).
Dar la forma canénica de T, Jr y la matriz de cambio de base @ tal que M = Q™' JrQ.

Mayo 98.- Dar una forma canénica de Jordan para el endomorfismo 7' : R” — R que
cumple:
1) rgT'=5
2) dimker(T'— 1) =1
3) A1, A2 son los dos autovalores reales y distintos de T
4) El polinomio caracteristico de T es Pr(\) = (A — A)"(Ag — A)" !
5) T%(1,0,0,0,0,0,0) = 0, y 7°(1,0,0,0,0,0,0) # 0

a—1 1 3
(May. 98) Consideremos la matriz A = 1 a =2 .
0 1 1+4+a
a 1 0
1.- Probar que la forma canénica de Jordan J, de Aes [ 0 a 1
0 0 a
an nan—l n(ng_l) an—Q
2.- Probar por induccion que J5 = [ 0 o na"!
0 0 a”
3.- Calcular los valores de a para los que existe el limite lim,_. @2) , donde la sucesion
@Z ) , estd definida recurrentemente por @ZE ) =A @Z ) , @i ) = G) )

(Sep. 97)Determinar el endomorfismo de R?, h, tal que verifique las dos condiciones
siguientes.
i) Los subespacios L{(1,0,1)} y el de ecuacién z; — z2 + 23 = 0 son sus autoespacios
(subespacios propios)
ii) £(0,0,1) = (1,0,1)



(Sep. 96) Sea el sistema matricial

A*— A2 =0
S) = .
(8) {ALhP—A—I:O

donde A, I e M3X3 (R)
1. Probar que si B € M3,3(R) es solucién de (S), entonces B es diagonalizable.
2. Calcular todas las soluciones del sistema (S).

Mayo 96.-.- Sea f : R® — R® un endomorfismo del que se sabe:
i) rango(f) = 4.
ii) Las raices del polinomio caracteristico de f son A; y \g, y las dos son reales.
iii) dim[ker(f — A\id)?'] — dim[ker(f — Ayid)] =1,
dim[ker(f — Apid)?2] — dim[ker(f — Xpid)] = 2,
donde [; es el indice del autovalor ;.
Determinar razonadamente las posibles formas canénicas de Jordan de f.

Jun 96.- Consideremos la matriz

7 11 -2 -2 —6
7 011 -2 —4 -7
201 1 2 2

A=l 600 1 1 6
8 00 0 1 -8
100 11 -2 —2 —9

a) Obtener la matriz canénica de Jordan de A.
b) Calcular razonadamente los rangos de las siguientes matrices:

(A+20)4 , (A+20)%*,
(A_I>4 ) (A_I)217
(A+30)°(A-1)32 , (A+31)3A-1)°.

(Feb. 96) En un bosque de robles se ha detectado la presencia de tres especies de
hongos perjudiciales para los arboles. Tras estudios en el laboratorio, el tratamiento con un
producto especifico permite controlar la poblacién anual de las tres especies de hongos en
funcién de las poblaciones del afio anterior mediante las siguientes relaciones:

Tnt+1 = —2x, + Yn + 22p
Yn4+1 = _an + 4Zn
Zn4l = —Tp + 22,
donde z,,, y,, z, son el nimero de hongos de cada una de las tres especies que hay después de
un tratamiento de n afios con dicho producto.

(a) ¢Conseguird el producto eliminar totalmente las tres especies de hongos independiente-
mente de cuales sean las poblaciones al iniciar el tratamiento?

(b) Se ignora si el producto es dafiino para las plantaciones aledafias. Por ello, y asegurando
la desaparicion de los tres tipos de hongos, es conveniente emplear el tratamiento durante la
menor cantidad de afios posible. ;Cudl es el periodo minimo de afios que han de trascurrir
para tener la certeza de la erradicacion total de las tres especies?

Sep 95.-.- Dada la matriz

3 2 2
A=12 6 4
-2 —4 -2



(a) calcular su matriz canénica de Jordan, asi como una matriz de paso.

(b) obtener (si existe) el limite:
lim ([EA] -B)
n—o0 3

siendo B=1[ 2

Sep 95.-.- Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita n, n > 1. Sean Sy T
endomorfismos de V. Demostrar si son ciertas o no cada una de las siguientes afirmaciones:
(i) El polinomio caracteristico del endomorfismo S + T no coincide con la suma de los
polinomios caracteristicos de S'y 7T'.
(ii) El polinomio caracteristico del endomorfismo a7, con a € R, coincide con el polinomio
caracteristico de 7" multiplicado por o".
(iii) El polinomio caracteristico del endomorfismo S o 7" no coincide con el producto de los
polinomios caracteristicos de S'y 7.
(iv) Si T es un endomorfismo autoadjunto entonces sus polinomios minimo y caracteristico
coinciden.
(v) Sean A1 y A2 (A1 # A2) los autovalores del endomorfismo 7" tales que

dimker(T — M) ' =d;, -1 y dimker(T — X\1)™ =ds,
con d; + dy = n, entonces el polinomio minimo de 7" viene dado por
pmp = (A — AP (A= Ag)k2

Feb 94.- Calcular razonadamente la forma canénica de Jordan J de la matriz

a—3 0 a—a’—3 a*+3

a—1 a a—2 1

4—a 0 a?—a+4 —a®>-3
4 0 4 -3

para los distintos valores del pardmetro a € R. En el caso particular en el que a = 2, encontrar
una matriz P de modoque J =P '- A P.

A= € Myu(R)



