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INTRODUCCION

Como el titulo de esta memoria refleja, este trabajo estd esencialmente dedicado
al estudio de los hiperespacios con la topologia semifinita superior, ver el articulo de
E. Michael [Mi.1] como una de las referencias cldsicas para su definicién.

Nuestro punto de partida es la conjuncién del articulo de E. Cuchillo-Ibafiéz,
M. A. Morén y E R. Ruiz del Portal [Cu-Mo-R.1] con el de José M. R. Sanjurjo [Sa.3]
y la intencién de poner de manifiesto cémo los hiperespacios pueden ser utilizados
para describir fendmenos y propiedades topoldgicas de muy distinta indole.

Es también importante para nosotros mostrar otra interacciéon entre la topologia
no Hausdorff y algunas propiedades geométricas de los espacios métricos compac-
tos.

En [Cu-Mo-R.1] los autores utilizan la topologia semifinita inferior en hiperespa-
cios como fuente de ejemplos y de caracterizaciones de algunas propiedades bésicas
en topologia general.

En [Sa.3] el autor da una descripcién intrinseca de la teoria de la forma debida
a K. Borsuk (ver [Bo.1], [Bo.2], [Bo.4], [Bo.5] y [Bo.6]). En 1968, K. Borsuk in-
trodujo la teoria de la forma como una nueva clasificacién de los espacios métricos
compactos, que extiende a la teoria de homotopia y coincide con ella en la clase de
los espacios con buen comportamiento local como por ejemplo, los ANR'’s (ver los
textos [Bo.9] y [Hu.l]). Su idea fue sumergir los espacios métricos compactos
en AR’s, especialmente en el cubo de Hilbert, y comparar los sistemas de entornos
de dichas copias por medio de lo que llamé sucesiones fundamentales o bien por
sus restricciones a las cuales denominé aplicaciones aproximativas. De esta mane-

ra evita la rigidez que produce la relacién de homotopia de aplicaciones continuas
3



cuando al menos uno de los espacios tiene un “pobre” comportamiento local (co-
mo por ejemplo, que no tengan conexién local). Consigue asi eludir que espacios
globalmente similares, como pueden ser el circulo de Varsovia y la esfera unidimen-
sional S!, sean esencialmente distintos por la nueva clasificacién, como es el caso
en homotopia debido a las malas propiedades locales del Circulo de Varsovia.

La teoria de la forma en espacios métricos compactos, o alguno de sus aspectos,
ha sido descrita de distintas maneras en [Sa.1], [Gi-Sa.1] y [Mo-R.3]. También,
dicha teoria, ha sido extendida a otras clases de espacios de diferentes maneras. Re-
comendamos los texto de K. Borsuk [Bo.6], S. Mardesi¢ y J. Segal [Mar-Se.3] y
J. Dydak y J. Segal [Dy-Se.1] para aquellos interesados en un estudio mas amplio
de la teorfa de la forma. Por tdltimo, en [Mar.3] y [Mar-Se.4] aparecen dos re-
cientes articulos sobre aspectos histdricos de la teoria de la forma y algunas de sus
aplicaciones.

Hemos dividido este trabajo en cuatro capitulos:

Capitulo I:

En él hacemos un estudio de los hiperespacios con la topologia semifinita
superior paralelo al establecido en [Cu-Mo-R.1] para los hiperespacios con la
topologia semifinita inferior. Es de destacar que el hiperespacio de un espacio
de Tychonov X con la topologia semifinita superior, al que denotaremos por

2X

pps €8 Una compactificacién conexa de dicho espacio que es Ty y noes Tj;

X

ademds, si X es un espacio normal Hausdorff 27

comparte con la com-
pactificacién de Stone-Cech de X la propiedad de extensién de aplicaciones.
En el marco de los espacios metrizables la propiedad de que el hiperespacio

2%, cumpla el segundo axioma de numerabilidad caracteriza la compacidad

del espacio X. El tipo topolégico del espacio X determina, y estd deter-

X

minado, por el tipo topoldgico del hiperespacio 2; ..

Ademés los grupos de

X
upp

X

autohomeomorfismos de X y de 2 o

son isomorfos, aunque X y de 2



sean espacios topoldgicos muy diferentes. Demostramos también un “Teore-
ma de complementos” en el sentido que comprobamos que dos espacios de
Tychonov X e Y son homeomorfos si y solo si los complementos de sus
copias canénicas, 2, , — X y 2 —Y, son homeomorfos. El capitulo fina-
liza dando una descripcién de la compactificacion de Stone-Cech de espacios
normales Hausdorff X, utilizando para ello las topologias semifinitas superior e

inferior, tras hacer notar que en dichos espacios los ultrafiltros de cerrados son

X

conjuntos cerrados en el hiperespacio 2;,, .

Muchos de los resultados obtenidos en este capitulo se pueden extender a
clases de espacios mas amplias que los espacios de Tychonov, pero entende-
mos que esta clase es ya suficientemente significativa.

Capitulo II:

X

upp €S un extensor

En el breve capitulo II ponemos de manifiesto que 2
absoluto para la clase de los espacios métricos compactos cuando X es un
espacio métrico compacto. Estoes,si X e Y son espacios métricos compac-

tos, ACY escerradoy f: A — 2% esuna aplicacion continua, entonces

X

existe una aplicacién continua f:V — 2,

que es una extensiéon de f. Por
otra parte obtenemos una bella caracterizacién de los espacios compactos X,

dentro de la clase de paracompactos Hausdorff, como aquellos para los que

su hiperespacio con la topologia semifinita superior, 2; , tiene la propiedad
del punto fijo.
Capitulo III:

Dedicaremos este capitulo al estudio de una base de entornos especial

X

de la copia canénica de un compacto métrico (X, d) en su hiperespacio 2;,, .

Comprobamos que {U.}.-¢ esunabase de abiertos de la copia canénica de X
en 2, ~donde U. = {C € 2% \ diam (C) < €}. Esencialmente demostramos

lo siguiente:



e Losespacios U, no tienen en general la homotopia de un espacio 7 pe-
ro todos ellos tienen la forma de espacios finitos discretos, poliedros fini-
tos 0-dimensionales, poniendo asi de manifiesto una diferencia esencial,
en el marco general, entre la teoria de homotopia y la teoria de la forma,
puesto que K. Morita en [Mor.1] probé que todo espacio topolégico

tiene la forma de algtn espacio de Tychonov.

X

e El espacio 2; ,

aun no siendo 7j, comparte con el cubo de Hilbert,
como espacios ambientes de X, una importante propiedad: detectan el
morfismo en teoria de la forma que genera una aplicacién continuaa X.
Explicitamente comprobamos que: “ Dados X e Y espacios métricos
compactosy f, g : X — Y continuas entonces Sh(f) = Sh(g) siy
solosi f es homotépicaa g en U, paratodo ¢ > 0.”

Capitulo IV:

Iniciamos el dltimo capitulo reinterpretando la construccién realizada por

J. M. R. Sanjurjo en [Sa.3] en términos del hiperespacio con la topologia semi-

X

finita superior, 27 .

De hecho demostramos que en estos términos, la cons-
truccién de J. M. R. Sanjurjo en [Sa.3] esla misma que la de K. Borsuk pero
cambiando el cubo de Hilbert Q, como espacio ambiente, por el hiperespacio
del espacio métrico compacto en cuestion, con la topologia semifinita superior,

2%~ En particular, las multiredes corresponden exactamente a las aplicacio-

X

nes aproximativas de X en 2

y la relacién de homotopia entre ellas a la
homotopia entre aplicaciones aproximativas. Hacemos un intento, probando
para ello un teorema de extensién de homotopia en hiperespacios, de simpli-
ficar la definicién de composicién de multiredes de J. M. R. Sanjurjo en [Sa.3],

sin embargo hacemos notar pronto que dicho resultado no nos permite pasar,



como en el caso del cubo de Hilbert, de aplicaciones aproximativas a sucesio-
nes fundamentales que se restrinjan a ellas. Aunque no conseguimos la sim-
plificacién deseada en la definicién, presentamos el resultado de extension de
homotopia en hiperespacios por su interés en si mismo.

La conveniencia de nuestra reinterpretacion de los resultados de J. M. R.
Sanjurjo en [Sa.3] queda reflejada seguidamente puesto que nos permite fa-
cilmente, salvo el uso de un resultado como el Teorema de Curtis-Schori-West
[V.1], mejorar la propia descripciéon de J. M. R. Sanjurjo en [Sa.3] en el caso
de conexién local, pudiendo asi usar multiaplicaciones continuas en vez de
solo aplicaciones semicontinuas superiormente. Por tltimo, y motivados por
el Teorema de los complementos de Chapman [Chap.1], probamos, usando
algtin resultado de A. Pelczynski en [Pelc.1], que el tipo topolégico de cada
espacio métrico compacto estd totalmente determinado por el tipo uniforme
del complementario de su copia canénica en su hiperespacio con la métrica de

Hausdorff.






CAPITULO 1

HIPERESPACIOS CON LA TOPOLOGIA SEMIFINITA
SUPERIOR

1.1. INTRODUCCION

En este primer capitulo comenzamos estudiando propiedades topolédgicas de los

X

hiperespacios, 2;,,,

de espacios X al menos de Tychonov, (T3,), con la topologia

X

semifinita superior. Obtenemos que el hiperespacio 2;

es un espacio compacto
conexo que es 1;, perono es 71}, y ademds, utilizando la aplicaciéon canénica, que es

una compactificaciéon conexa de X.

X

Comprobamos que X es separable siy solo 2;

es separable y conseguimos
también relacionar y conectar de alguna manera, propiedades de tipo topolégico

del espacio y del hiperespacio en algunos casos de distinta indole, como por ejemplo

X

demostramos que si X es metrizable, 2;

es segundo axioma de numerabilidad
siysolosi X escompacto.

Demostraremos que el tipo topolégico de los espacios se puede determinar y
determina el tipo topolégico de los complementarios de los espacios en los hiperes-
pacios. Ademads, en el caso de los espacios normales Hausdorff, obtendremos que
la compactificacion del espacio por medio de sus hiperespacio con la topologia semi-
finita superior tiene una propiedad de extensién de aplicaciones continuas, analoga

a aquella que caracteriza la compactificacién de Stone-Cech entre todas las compac-

tificaciones Hausdorff.
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Por tdltimo, cuando X es un espacio normal Hausdorff usando los hiperespa-
cios con la topologia semifinita inferior de hiperespacios con la topologia semifinita su-

perior y la teoria de ultrafiltros (ver [Ga-Ma-O-Ou-Pi.1]y [Ma-Ou-Pi.1]), tras com-

X

probar que los ultrafiltros de conjuntos cerrados de X que son cerrados de 2ppr

dotamos al conjunto formado por los ultrafiltros de conjuntos cerrados de X de
una topologia respecto de la cual comprobamos que dicho conjunto es un compac-
to Hausdorff. Terminamos demostrando que ademads dicho conjunto es justamente

la compactificacién de Stone-Cech del espacio X.
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1.2. DEFINICIONES BASICAS Y PROPIEDADES GENERALES.

Definiciéon 1.2.1. Hiperespacio.

Sea (X,T) un espacio de Tychonov, llamamos hiperespacio del espacio X y lo de-
notamos por el simbolo 2% al conjunto formado por todos los subconjuntos cerra-

dos no vacios del espacio X.
2% = {C C X | C cerrado, C # 0}

Consideremos un subconjunto abierto U del espacio topolégico (X,T") y de-
finamos el conjunto By formado por todos los conjuntos cerrados no vacios del

espacio X que estdn contenidos en U, es decir:

By ={Ce2* | CcU}

Es facil comprobar que la familia

B = {BU}UETa

es base para una topologia en el hiperespacio 2% (ver [Mi.1]).

Definicién 1.2.2. Topologia semifinita superior.

La topologia que tiene como base la familia B = {By}yer recibe el nombre de

topologia semifinita superior.

Aunque normalmente trabajaremos con hiperespacios con la topologia semifinita
superior, en algunos momentos haremos uso de la topologia semifinita inferior, por
tanto nos sera 1til también contar con la definicién de esta dltima.

Dado un subconjunto abierto U del espacio topolégico (X,7"), definimos el
conjunto Dy formado por todos los conjuntos cerrados no vacios del espacio X

cuya interseccién con U sea distinta del vacio.

Dy={Ce2¥ | CnU # 0}
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La familia
D= {DU}UET

es una subbase para una topologia en el hiperespacio 2% (ver [Mi.1]).

Definicién 1.2.3. Topologia semifinita inferior.

La topologia que tiene como subbase la familia D = {Dy }yer recibe el nombre de

topologia semifinita inferior.

X

Observacion 1.2.4. Denotaremos por 2,

al espacio topolégico formado por

X
low

el hiperespacio 2% dotado de la topologia semifinita superior y por 2%, al espacio

topolégico formado por el hiperespacio 2% dotado de la topologia semifinita inferior.

El primer hecho que queremos describir, por su utilidad posterior, es la adheren-

X

cia de un punto del espacio 2;, .

Proposicién 1.2.5. Sea C € 2% laadherenciade C en 2%

ppr uppr que denotamos por

C, estd formada por todos los subconjuntos cerrados de X que contienen al cerrado C' de

X. Esdecir:

C={De2* | CcD}

DEMOSTRACION. Sea D € 2, con C'C D ysea By cualquier abierto de

labase B de 2, quecontengaa D. Claramente se tiene que C' C D C U de

donde se deduce que C € By, lo que nos permite poder afirmar que D € C y por

X

pp €std incluido en la

lo tanto concluir que el subconjunto {D € 2% | C C D} de 2
adherencia de C.
{De2X |CccD}cC.
Para demostrar la inclusién en el otro sentido partimos ahora de la existencia de
D e 22 ' tal que

upp

DeC y C¢D.
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Esto implica que existe un punto = de C, queno estd en D. Debido a que X
es un espacio regular, se tiene que existen dos abiertos U; y U, de X de modo

que

e zcU, y DcCU,
o UNUy=10

Tomemos ahora el abierto By, € B. Este abierto contiene al punto D pero no
contiene a C, asipues, By, N C = y esto estd en contradiccién con el hecho de

que el punto D estd en la adherencia del punto C. Llegamos de este modo a:

Cc{be2* | CcD}

En las siguientes proposiciones se ponen de manifiesto algunas propiedades

X
upp*

topolégicas de 2

Proposicién 1.2.6. Dado un espacio de Tychonov X se tiene que:

X

a) Elunico punto de 2;,,,

que es cerrado es el punto X.

X

b) Si X es no trivial se tiene que 2 |

o) 2%

upp

es un espacio Ty que noes Tj.
es siempre compacto y conexo.

d) Las tinicas aplicaciones continuas de 2;,,, a un espacio Ty son las constantes.

DEMOSTRACION. Para la demostracion de los diferentes apartados basta con
tener en cuenta las siguientes tres cuestiones:

X
upp

1. La adherencia del punto X del hiperespacio 2 es el propio X.

2. Bx = 2% es el tinico abierto de la topologia semifinita superior que contiene al

punto X.

X

3. Laadherencia de cualquier punto C' de 2;

siempre contiene al punto X.

]
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Partiendo del hecho de que todos los puntos de un espacio de Tychonov son

X

cerrados en €l y por ello puntos del hiperespacio 2;,,,

definimos la siguiente apli-

X

cacion entre un espacio X y su hiperespacio 2; .

Observacién 1.2.7. Cuando nos refiramos a los puntos z € X como puntos

X

del hiperespacio generalmente los denotaremos por {z} € 2;, .

Definicion 1.2.8. Aplicacién canénica.

Dado un espacio de Tychonov (X,7’) llamaremos aplicacién candnica a la aplica-
cion
. X
o X — 2,

La importancia de la aplicacién canénica reside en contar con una copia especial,

X

uppr €8 decir:

¢(X), del espacio X dentro de su hiperespacio 2

Proposicién 1.2.9. La aplicacién canénica :

X — 92X

upp

X

es un homeomorfismo sobre ®(X)y ®(X) es un subconjunto denso en 2;, .

DEMOSTRACION. La aplicacién candnica es una aplicacion inyectiva y por

tanto es una biyeccién sobre su imagen, ®(X). Ademads, teniendo en cuenta que

X

si U esunabierto de X entonces By esun abiertode 2, ,

se verifica que

(I)il<BU) - U
®(U) = By N d(X).

De donde se concluye que la aplicacién candnica es continua y abierta sobre su
imagen, ®(X). Obtenemos de este modo que la aplicacién canénica, ®, es un

homeomorfismo sobre su imagen ®(X).
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X

Como ademas, para todo punto C' de 2;,

y para cualquier By entorno abierto
de C en 2%  setiene que ®(X)N By = {{z} | z € U} # 0 podemos entonces

upp

concluir que ®(X) esdensoen 2, . O

Una consecuencia inmediata de la proposiciéon 1.2.9 es el siguiente corolario.

X

upp €S UNA

Corolario 1.2.10. Dado un espacio de Tychonov X, su hiperespacio 2

compactificacion conexa de X.
Conviene sefialar también el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.11. Dado X espacio de Tychonov, se tiene que las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

1. X no tiene puntos aislados

2. 2% — ®(X)esdensoen 2

upp upp*

1.3. RELACION ENTRE ALGUNAS PROPIEDADES TOPOLOGICAS DEL
ESPACIO Y EL HIPERESPACIO.

X

Vimos en la seccion anterior, en la proposiciéon 1.2.6, que el hiperespacio 2;

es un espacio 7 que ni siquiera es 7, aunque el espacio X sea Tj, y ademds

X

el hiperespacio 2;

siempre es compacto y conexo independientemente de que
el espacio X lo sea o no. Comenzaremos esta secciéon estableciendo la relacion
existente entre la separabilidad del espacio X y la separabilidad de su hiperespacio

X . . .« .,
2., enlasiguiente proposicion.

Proposicién 1.3.1. Una condicion necesaria y suficiente para que un espacio de

Tychonov X sea separable es que 2, sea separable.

DEMOSTRACION. Empezaremos probando la necesidad de la condicién. Su-

pongamos entonces que existe un subconjunto numerable A C X
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A»::{x17x27“7xn7“}n€N

tal que A es un subconjunto denso del espacio X, es decir, A = X.

X

Consideramos ahora el siguiente subconjunto numerable de 2; |

A* = L}, {z2 ), o {2} e

X

app- Como A es densoen X se tiene

Tomemos By un abierto basico de 2
entonces que U N A # (), es decir, existe ny € N tal que z,, € UN A y por tanto

{xn,} € By. Llegamos asi a que By N A* # () obteniendo de este modo que A*

X
upp’

X

es un subconjunto denso numerable de 2 o

o lo que es lo mismo que 2;, es

separable.
Para probar la suficiencia de la condiciéon supongamos ahora que existe un sub-
conjunto

M={C; | C;e2X Yien

upp

X

.pp- Paracada i € N, fijamos un punto z; € C; y

que es numerable y denso en 2
construimos el conjunto

M* = {z; | z; € Ci}ien

que es un subconjunto numerable de X.
Sea U un subconjunto abierto de X y por tanto By un abierto en 2; ; por

ser M densoen 27  tenemos que M N By # () y por tanto, existe i, € N tal que

Ci, € M y C;, CU. Obtenemos de este modo, puesto que z;, € C;, C U, que
UNM* # () y consecuentemente que el conjunto numerable M* = {z;},cn es denso

en X. Quedando asi demostrada la separabilidad de X. O

Teniendo en cuenta que, gracias a la aplicaciéon canénica podemos considerar al

X

espacio X sumergido dentro de su hiperespacio 2;,

obtenemos, al ser propieda-

X

des topoldgicas hereditarias, que si 2;,,,

satisface el primer axioma de numerabili-

X

dad entonces X también lo satisface y que si 2; |

cumple el segundo axioma de
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numerabilidad X también lo satisface. Los reciprocos no son ciertos en general y

la siguiente proposicion es una muestra de ello.

R

Proposicion 1.3.2. 2,

no satisface el primer axioma de numerabilidad (y por tanto

tampoco el segundo).

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto de los nimeros reales con la mé-
trica usual, (R,Ty), que verifica el segundo axioma de numerabilidad, por tanto
también el primero, y la inmersién canénica de los niimeros naturales N como
subconjunto cerrado de R.

Efectuaremos la prueba por reduccion al absurdo. Supongamos que 2% verifica

R

upp tendrd

el primer axioma de numerabilidad, se sigue entonces que el punto N € 2

una base numerable de entornos abiertos en 2R

upp- Podemos suponer que la base

numerable que tomamos de N en 2% = es dela forma {By, },en, donde {V,}

upp neN

son abiertos de R tales que
e NCV, paratodo n € N.
e Para todo abierto V' de R, que contiene a N, existe un ny, € N de manera

que NCV,, CV.
A partir de {V,},en generemos la familia {U, },en donde U, = (., V;. De

la propia definicién de la familia {U,},en deducimos que {U,},en es también un
conjunto numerable de abiertos de R tal que para todo n € N se verifica que
NcU,, U,CV, yademas U,y C U,.

Gracias a estas propiedades y a que estamos trabajando en R, si denotamos por
B(i,€}') alasbolas de centro i € N y deradio €} > 0, podemos utilizar la siguiente

descripcién sin pérdida de generalidad de los U,;:

U, =B, €,
1€EN

n+1 . 2 . n
<€y e, <e paratodo i,n € N (obsérvese que los radios €] deben

%

donde €

tender a cero).
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A partir de la familia {U, },en de abiertos de R que contienen a N, formamos

la familia {By, }nen de abiertos de 28

wpp tal que para todo n € N se verifica que

N e BUn y BUn C BVn-

Tomemos ahora el siguiente subconjunto abierto de R :

U= U B(n,ep).

neN

Tenemos que U es un entorno abierto de N que no contiene a ningtin abierto

U, delafamilia {U,},en.

R

Si consideramos ahora el abierto By de 2,,,

por ser {By, }neny una base

R

numerable de entornos abiertos del punto N en 2, ,

se sigue que debe existir
ng € N tal que By, C By, esmas, por definicién de la familia {U, },en obtenemos
que By, C By, C By y por consiguiente que U,, C U; llegamos de esta forma a

una contradiccion. 0

Esta tltima proposicion nos lleva a intentar establecer condiciones suficientes
sobre el espacio X, con el fin de conseguir que los hiperespacios verifiquen el
primer o segundo axioma de numerabilidad. Nos parece que la clase de los espacios
metrizables es suficientemente significativa y por ello comenzamos con el siguiente

resultado previo.

Proposicién 1.3.3. Sea X un espacio discreto. Se tiene que:

e a) 2, satisface el primer axioma de numerabilidad.
e b) 25 satisface el segundo axioma de numerabilidad si y solo si el espacio X es
finito.

DEMOSTRACION. La demostracién del apartado a) de la proposicién es ob-

X
upp

via. De hecho, para todo C € 2 = se tiene que la familia unitaria {B¢} es una base

de entornos abiertos de C' en Zi;p.



1.3. RELACION ENTRE ALGUNAS PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE X Y 2%, 19

Para la demostracion del apartado b) comenzamos suponiendo que X es finito,

X
upp

X

.pp Satisface

se tiene entonces que su hiperespacio 2;; = estambién finito, por tanto, 2
el segundo axioma de numerabilidad.

En el otro sentido realizamos la demostracion por reduccién al absurdo. Supon-

X

gamos que X esun espacio discreto tal que su hiperespacio 2;,,

verifica el segundo
axioma de numerabilidad. Supongamos también que X es no finito, de donde se
deduce que X contiene una copia cerrada de los nimeros naturales y por tanto,
podemos considerar que 2V C 2¥. Denotaremos por 21;'51717 al espacio topolégico
formado por 2" con la topologia que obtenemos al restringir la topologia semifini-
ta superior definida en el hiperespacio 2% al espacio 2" C 2. Vamos a demostrar

que 2§X no satisface el segundo axioma de numerabilidad.
upp

Paracada C' C N, con C # (), puesto que C es abierto y cerrado en X, se

X

tiene que Bo es un abierto de 2;

y por tanto la familia

B={Bc: C#0y CCN}

que es una base no numerable de 212“5%, puesto que tendra tantos elementos como
subconjuntos N, es decir, 2% Vamos a comprobar que no existe una base nume-
rable B* de 212\’5131) tal que B* C B. Para ello se probard que no podemos suprimir
ningin elemento de B si queremos que el resultado siga siendo una base.

Sea Cy C N, Cj un subconjunto no vacio, y definamos la familia B’ ¢ B por

B' =B — {B,}.
Si tomamos ahora el conjunto abierto B, sesigue queno existe ningtn D C N
con Bp € B/, talque Cy € Bp C Bg,, ya que esto implicaria que Cy = D.

Asipues, 2%, no es segundo axioma de numerabilidad y por ser el segundo
2upp

X

axioma una propiedad topoldgica hereditaria, llegamos a que 2;,,,

no puede verifi-
car el segundo axioma de numerabilidad. Consecuentemente X tiene que ser finito

como queriamos probar. O
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Observacién 1.3.4. La topologia que hereda 2¢, cuando C' es un cerrado

X

del espacio (X,T), como subespacio topoldgico del hiperespacio 2;,,

20y , esla
upp
misma que la topologia semifinita superior que se genera a partir de la topologia de

C
upp*

(X, T) restringida al subconjunto C, 2

A continuacion, usando los resultados obtenidos en el caso discreto, veremos
que en el caso de los espacios metrizables los axiomas de numerabilidad en los hi-

perespacios estan ligados a propiedades de compacidad en el espacio.

Proposicion 1.3.5. Si X es un espacio metrizable se tiene que:
X
a) 2,

b) 2%

upp

satisface el sequndo axioma de numerabilidad si y solo si X es compacto.
satisface el primer axioma de numerabilidad si y solo si el subconjunto de X

formado por todos los puntos no aislados es compacto.

DEMOSTRACION.

a) Supongamos que X es un espacio compacto metrizable y por lo tanto se-
gundo axioma de numerabilidad; se sigue entonces que existe U = {U, }nen
una base de abiertos de X numerable.

Sea C' €2, y By unentornobésicode Cen 2, .Como C CU C X se

sigue que para todo punto z € C existeun n, € N tal que U,, € U verifica

que v € U,, CU y por tanto

cclJu.cu

zeC
Ademads puesto que C es compacto se tiene que existe un subconjunto

finito {z1,z2,...,2z,} C C, tal que

CcC 6 Un,, CU,
i=1
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es decir,
C e B(inl Unl-.) C By.

Obtenemos asi a partir de la base numerable {U,},cn de X la siguiente

familia de 2upr

B = {B(Uvz1 UUiQU---UUir) }il,iz,..,7ir€N7

la cual es también una base numerable de 2X

appr PUESto que el conjunto de las

partes finitas de un conjunto infinito numerable es numerable.

La demostracién en el otro sentido la realizaremos por reduccién al absur-

X

app Verifica el

do. Supongamos que X no es un espacio compacto y que 2
segundo axioma de numerabilidad. Por ser X un espacio métrico no com-
pacto se tiene que existird un subconjunto cerrado C' C X homeomorfo a los
nameros naturales. Asi pues, podemos considerar que 2¢ C 2¥.

2X

Puesto que 2, ,

verifica por hipétesis el segundo axioma de numerabili-

dad, y por ser ésta una propiedad topoldgica hereditaria, llegamos a que 2¢

X

con la topologia de 2;

restringida a €], 2§y , es un espacio no finito que sa-
upp

tisface el segundo axioma de numerabilidad, lo que estd en contradiccién con

el apartado b) de la proposicién 1.3.3 puesto que C es un espacio discreto

no finito.

b) Comenzamos suponiendo que el subconjunto de X formado por todos los
puntos no aislados de X es compacto. Denotemos por P al conjunto de
puntos no aislados de X.

1. Si C' esun cerradode X tal que C C P entonces C es también
compacto, y por ser X metrizable se sigue que para todo abierto U de
X talque C C U, existeun n € N tal que B(C,1/n) C U. Llegamos

asfa que {Bp(c,1/n) }nen €5 una base numerable de C' en 2upr.
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2. Porotrolado,si C' C X —P por el hecho de ser un conjunto de puntos

aislados, se tiene que C' es un abierto de X vy por tanto, la familia

X

unitaria de abiertos B = {B¢} es unabase de entornos para C' en 2; .

3. Por ultimo, si C' es un cerrado cualquiera del espacio X consideramos

C=(CNP)UCN(X—7P)).

Como C' y P son cerrados en X, el subconjunto C' NP es también
un cerrado de X y del caso 1. obtenemos que {Bgcrp,1/n)}nen €5 UNa

base numerablede C NP en Qféjp.

Para C'N (X —P), puesto que es un conjunto formado por puntos ais-
lados, se sigue del caso 2. que B = Bcnx—p)) €s una base de entornos
para CN (X —P) en 2%

upp”

Consideremos los entornos abiertos U,, = B((CNP), 1/n)U(C' N (X —P))
de C en X. Obtenemos asi que la familia {By, },en €s una base nume-

rable de entornos de C' en Zupr.

X

De estos tres casos se deduce que 2;,

satisface el primer axioma de nu-
merabilidad.
En el otro sentido efectuaremos la demostracién por reduccién al absurdo.
Supongamos que el conjunto P de los puntos no aislados de X no es
compacto. Se sigue entonces que dicho conjunto contendra un subconjunto
cerrado homeomorfo a N, que denotaremos por A’ C P. Evidentemente N

es cerrado en X puesto que P loes.

X

Como por hipétesis 27,

satisface el primer axioma de numerabilidad

X

.pp tiene una base numerable de entornos en

tenemos que el punto N € 2
2%, Entonces existira una familia {V,},.y (esta familia no puede ser finita
ya que los puntos no son aislados) de subconjuntos abiertos de X tales que:

- N CV, paratodon € N
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- Para todo abierto V' de X, que contiene a N, existe un ny € N de
manera que V,,, C V.

Ahora construimos una nueva base numerable {U,,} dela forma U, =

neN
Ni—, Vi. De la propia definicion de {U,},en deducimos que {U,},en es
también un conjunto numerable de abiertos de X tal que para todo n € N
se verificaque N C U,, U, C V,, yademéas U, C U,.

Gracias a estas propiedades y a que X es un espacio métrico, si denotamos
por B(i,€!') alasbolas de centro i € N y de radio €' > 0, podemos utilizar

la siguiente descripcion sin pérdida de generalidad de los U,:

donde €' <€ y €, < € paratodo i,n € N.
La demostracion a partir de aqui se realiza de manera andloga al final de
la demostracion de la proposiciéon 1.3.2.

]

1.4. APLICACIONES ENTRE HIPERESPACIOS INDUCIDAS POR
APLICACIONES ENTRE ESPACIOS

A partir de un aplicacién entre dos espacios se puede definir una aplicacién entre

sus hiperespacios del siguiente modo:

Definicién 1.4.1. Sean X, Y dos espacios de Tychonov. Dada la aplicaciéon
f X — Y podemos definir una aplicacién entre sus hiperespacios, a la que a
veces no referiremos con el nombre de aplicacion elevacién, 27 : 2¥ — 2Y por

2/(C) = f(C) donde f(C) eslaadherenciade f(C)en Y.




24

E. Cuchillo-Ibafiez, M. A. Morén y E R. Ruiz del Portal en [Cu-Mo-R.1] realizan
un estudio sobre las aplicaciones entre hiperespacios con la topologia semifinita infe-
rior, inducidas por aplicaciones continuas entre sus espacios. Los autores establecen

los siguientes resultados

Proposicién 1.4.2. Sean X, Y dos espacios de Tychonovy f : X — Y una
aplicacion continua. Entonces la aplicacion entre sus respectivos hiperespacios

. 0X Y
2f : 2low - 2l0w

C—  2/(C) = f(0),

es una aplicacion continua.

X 2Y

low low es

Proposiciéon 1.4.3. Si X, Y son dos espacios de Tychonovy h : 2
una aplicacién cerrada y continua, entonces existe una aplicacion f : X — Y continuay

cerrada tal que 27 = h.

Corolario 1.4.4. Sean X,Y dos espacios de Tychonov. X es homeomorfoa Y siy

Y
low*

solo si 2X

low

es homeomorfo a 2

Corolario 1.4.5. La clase de todos los espacios topoldgicos que siendo Ty no son Ty

tiene al menos tantos tipos topoldgicos diferentes como la clase de los espacios de Tychonov.

En nuestro contexto, es decir, utilizando topologia semifinita superior en los hi-
perespacios, hemos obtenido los siguientes resultados acerca de la relacién entre
la continuidad de las aplicaciones entre los hiperespacios, definidas a partir de las

aplicaciones entre espacios, y la continuidad de estas tltimas.

Proposicién 1.4.6. Sean X, Y dos espacios de Tychonovy f : X — Y una
aplicacion continua y cerrada. Entonces su elevacion 27 : 2% =~ — 2V

o wppr definida por
2/(C) = f(C) = f(C) es una extensién continua.
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DEMOSTRACION. Sea C € 25y supongamos que By es un entorno basico
de 2/(C) en 2Y

rop- Puesto que f es una aplicacién cerrada se tiene que 2/(C) =

f(C) yportanto f(C) € By, olo queeslomismo f(C) C V. De la continuidad
de la aplicacién f se deduce que f~!(V) esun abierto de X que contienea C, es
decir, B(s-1(y) esun abierto de Qi(m, tal que C € Bs-1(vy).

Vamos ahora a comprobar que la imagen del abierto B(;-1(y) de 2, mediante

la aplicacion 2/ estd contenida en el abierto By de 2Y

wpp- Consideremos para ello

un punto D € B(y-1(y), estoes, D C f~'(V). Se tiene entonces que f(D) CV vy,

teniendo en cuenta que f es cerrada, se sigue que:

2/(D) = f(D) = f(D) cV = 2/(D) € By.

Es decir,

2f(B(f—1(V))) C By.
Queda de esta manera demostrada la continuidad de 27. O

Si restringimos un poco més la clase del espacio de llegada Y enla aplicacién en-
tre los espacios, en concreto si imponemos que Y sea un espacio normal Hausdorff,
podemos prescindir del hecho de que la aplicacién sea cerrada como demostramos

a continuacion.

Proposicién 1.4.7. Dados un espacio de Tychonov X y un espacio normal Haus-
dorff Y, si f: X — Y es unaaplicacion continua, entonces se verifica que la aplicacion

elevacion, 2 : 2X — 9Y

wop uppr €8 UNA extension continua de f.

DEMOSTRACION. Sea C € 2,y supongamos que 2/(C) = f(C) =Y. Como

- Y L. . Y . .
By = 2., es el tnico abierto de 2, que contiene a Y, se sigue entonces que

para cualquier By entornode C' en 2 , 2/(By) C By = 2},,. Asipues, 2/ es

continua en todo punto C € 23 tal que 2/(C) =Y.
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Supongamos ahora que 2/(C) = f(C) # Y ysea By un entorno abierto de
2/(C) en 2Y

upp”

Utilizando que Y es un espacio normaly que f(C) y Y —V son
dos cerrados disjuntos del espacio Y, obtenemos que existen dos conjuntos abiertos

disjuntos V3, V, deY tales que

o f(C)C f(C)C Vi
o Y -V CV,.

De donde se deduce

feycvicy -V, cV.

X

De modo que si consideramos el abierto B(;-1(y;), de C' en 2

se tiene que

para todo punto D € B(t-11y)), D C f~'(V1), se verifica que:

f(Dycvicy-V,cV

y por tanto

2(D)=f(D)CY —Vo=Y -V, CV.

Podemos concluir que 2/(Bj-113)) C By, quedando asi demostrada la conti-

nuidad de la aplicacién 2/ entodo punto C € 22 = tal que 2/(C) # Y. O

upp

Esta dltima proposicion sefiala de hecho, el siguiente resultado mas general:

Proposicién 1.4.8. Sean X, Y dos espacios de Tychonovy f : X — Y una

X se verifica que f(C) tiene una base de entor-

aplicacion continua. Si para C € 2,

nos en Y formada por conjuntos cerrados (por ejemplo si C' es un compacto), entonces

f.9X Y :
20220, — 2, escontinuaen C.
Una importante consecuencia que obtenemos a partir de la proposicion 1.4.7

X

es que si X es un espacio normal Hausdorff su compactificacién 2;

tiene una pro-
piedad de extensién de aplicaciones andloga a la que caracteriza la compactificacién

de Stone-Cech . Esto es:
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Corolario 1.4.9. Sean dos espacios normales Hausdorff X, Y. Entonces toda apli-

cacion continua f : X — Y puede ser extendida continuamente entre sus compactifica-

Y

ciones conexas 2, Y 2.

upp

El problema general de la continuidad de la aplicacién elevacién, 2/, no lo
tenemos aun resuelto.

Nos preguntamos ahora si la proposiciéon 1.4.3 y por tanto también el corolario

1.4.4, en los que se trabaja con la topologia semifinita inferior, siguen siendo ciertos

si cambiamos la topologia semifinita inferior por la topologia semifinita superior. La si-

guiente proposicion responde a nuestra pregunta.

X Y
—
upp 2upp un

Proposicién 1.4.10. Dados X, Y dos espacios de Tychonovy h : 2
homeomorfismo, se tiene que existe un homeomorfismo f: X — Y tal que h = 2/ donde

2/(C) = F(O).

DEMOSTRACION. Lo primero que haremos serd construir a partir del homeo-
morfismo h una aplicacién f entre los espacios y continuaremos comprobando
que dicha aplicaciéon f es un homeomorfismo, para finalizar demostrando que su
elevaciéon 2/ coincide con el homeomorfismo .

Sea {z} €2, , laimagende {z} mediante el homomorfismo % es un cerrado
de Y. Vamos a demostrar por reduccién al absurdo que h({z}) estd formado por
un tnico punto del espacio Y.

Supongamos que y;, y» € Y son dos puntos distintos, y por tanto {y1}, {y2}
son dos puntos distintos de 2) , tales que yi, y» € h({z}). Sean {y1}, {y=} sus

adherencias en 2Y

uppr usando la proposicién 1.2.5 junto con la hipétesis de que h

es un homeomorfismo se tiene que

h({z}) € fn} n{ye} = {2} € B ({n} N {m2}).

Es decir,

{e} € i ({yiy N {weh) = 2 {unh) 0 ({y2}) € At ({yih) N A~ ({ye}).
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Aplicando de nuevo la proposiciéon 1.2.5 obtenemos que

) c{ad y b7 ({ed) € {a}h

Por tanto

- ({nd) = ({ge}) = {2}

Llegamos de este modo a una contradiccién con el hecho de que h es un ho-
meomorfismo. Consecuentemente h({z}) es un tinico puntoen Y, al que nosotros
vamos a denotar por y;. Evidentemente también se tiene, por ser h~! homeo-
morfismo, que h™*({y}) esuncerradode X que estd formado por un tinico punto
para todo {y} €2} .

Definamos ahora la aplicacién

fX— Y
T — Yz =h({z}).

Obsérvese que la imagen de la aplicacién f es todo el espacio Y, debido a que
h es un homeomorfismo y la imagen de un punto de X es un punto de Y. Asi
pues, la aplicacién f es también un homeomorfismo sobre el espacio Y ya que no
es mas que la restriccién del homeomorfismo # al conjunto ¢(X).

Para comprobar que 2/ = h bastard con demostrar, puesto que f es un ho-
meomorfismo, que f(C) = h(C). Dado C € 2  paratodo z € C se tiene que

upp

Ce m y por lo tanto se sigue que

WC) € h({x}) = h({z}),

es decir, para todo = € C' se tiene h({z}) C h(C).

Si consideramos a C' como un subconjunto cerrado de X vy, por tanto, a h(C)
como un subconjunto cerrado de Y, es claro entonces que f(C) estd incluido en

h(C') como subconjunto cerrado de Y

F(C) C h(C).
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Para la inclusion en el otro sentido tomemos y € h(C) se tiene entonces h™1(y) C
C. Como h es un homeomorfismo se cumple que existe un = € C' de manera que
h({z}) = {y}, estoimplica que f(z) =y y portanto y € f(C). Todo esto nos lleva
a concluir que

h(C) C f(O).
Obtenemos asi que f(C') = h(C) para todo cerrado no vacio C' de X. Por

tanto la aplicacion elevacion del homeomorfismo f, 2/ : 2% — 2  verifica que
para todo C €2,
2/(C) = F(C) = f(C) = h(C).
La prueba queda asi terminada. O

De manera inmediata, a partir de la proposicién anterior y de la proposicién

1.4.6, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.4.11. Sean X, Y dos espacios de Tychonov. X es homeomorfoa Y si

X
upp

Y

y solo si 2 pp

es homeomorfo a 2

La proposicién que enunciamos a continuacion, en la que se remarcan propieda-
des de caracter functorial de la aplicacién 2/, es un paso previo para obtener un
isomorfismo entre el grupo de autohomeomorfismos de un espacio y el grupo de

autohomeomorfismos de su hiperespacio.

Proposicién 1.4.12. Dados X, Y y Z espacios de Tychonov y las aplicaciones
continuas f: X — Y y g:Y — Z se verifica
e 29°f — 99 59f

o 2lx — lox donde 1x es la aplicacion identidad en el espacio X.

Corolario 1.4.13. Para todo espacio de Tychonov X la aplicacion

2 L G(X) — G2X

)
f— 2!
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X
2upp)

es un isomorfismo, donde G(X) y G( son los grupos de los autohomeomorfismos de

X yde 2upr respectivamente.

De este ultimo corolario se deduce que todo espacio de Tychonov no trivial tiene
el mismo grupo de autohomeomorfismos que un espacio compacto, conexoy Tj que
noes Ti, esdecir, que dado un espacio de Tychonov se puede construir otro espacio
con el mismo grupo de autohomeomorfismos, de tal forma que estos espacios son,
en algin sentido, arbitrariamente distintos. Este hecho parece sefialar que el tipo
algebraico de los grupos de autohomeomorfismos es un invariante topolégico débil.
Asi el problema de determinar las clases para las cuales el tipo algebraico de tales
grupos determine el tipo topolégico de los espacios es dificil e interesante, y las
condiciones que determinen tales clases deben ser muy fuertes. (ver [Mc.1], [Rub.1]
y [Whi.1] para informacién a este respecto).

Los dos tltimos corolarios siguen siendo ciertos si reemplazamos la topologia se-
mifinita superior por la topologia semifinita inferior (ver [Cu-Mo-R.2]). Sin embargo los
dos son falsos si consideramos la topologia de Vietoris. Por ejemplo si consideramos
la esfera unidimensional S*, el intervalo I = [0,1] y el cubo de Hilbert Q y toma-
mos los espacios S x Q y Ix Q, utilizando el Teorema de Curtis-Schori-West (ver
[V.1]), obtenemos que 25'*2 es homeomorfoa 2™ y sin embargo S'x Q y Ix Q
no lo son. Es mas, G(2%9) y G(2%%9) no pueden ser isomorfos a G(I x Q) y
G(S" x Q) respectivamente, ya que en caso contrario como 25 %2 es homeomorfo
a 21%Q tendriamos que G(I x Q) esisomorfoa G(S! x Q) de donde se obtendria,
por ser St x QO y I x Q Q-variedades (ver [Mc.1]), que St x Q seria homeomor-
foa I x Q; lo que es claramente falso puesto que S' x Q es homotdpicoa S' y
I x Q es homotépicoa I

Finalizamos esta seccion probando que la relaciéon de homeomorfismo entre los
espacios no solo es equivalente a la relacién de homeomorfismo entre los hiperespa-
cios, como se vio en el corolario 1.4.11, sino que también existe otra equivalencia,

menos evidente, como vamos a tener la oportunidad de comprobar tras estos lemas.
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Lema 1.4.14. Si h: (2}, — X) — (2}, —Y) es un homeomotfismo, la imagen

mediante h de un punto C € (2, — X), con C = {a1,ay,...,a,} donde a; € X para
todo i € {1,2,...,n}, es un cerrado del espacio Y con exactamente n puntos.

(Nota: En las expresiones 22X — X, 2Y

uop wpp — Y estamos identificando los espacios X, Y

con sus copias canénicas ®(X), ®(Y)).

DEMOSTRACION. Realizaremos la demostracion por induccién sobre el niimero

de puntos del cerrado C' = {ay,as,...,a,} C X

El primer caso que vamos a demostrar es para n = 2. Para ello comprobaremos,
utilizando reduccion al absurdo, que la imagen de un punto C € 25, — X, donde
C ={a, b} con a, b € X, mediante el homeomorfismo & es un cerrado del espacio
Y con solo dos puntos también.

Supongamos que h(C) es un cerrado del espacio Y con mds de dos puntos; es
decir, existe un conjunto {d’,V’,¢'} C h(C). Como el conjunto {a’,V'} es también
un cerrado del espacio Y y puesto que h es un homeomorfismo, se sigue entonces

que existe un cerrado D C X con al menos dos puntos, ya que h no esta definida

en ¢(X), de manera que
h(D) ={d,b'} C {d,V,} C h(C).

Haciendo uso de la proposicién 1.2.5 y que h es un homeomorfismo, consegui-

mos la siguiente relacion

h(C) € h(D) = h(D).

Obtenemos asi que C' € D, esdecir, D C C. Pero como D tiene al menos dos
puntos se verifica que D = C' lo cual es imposible puesto que % es una aplicacion.
Asi pues, llegamos a que h(C) tiene dos puntos, quedando de este modo visto el
primer caso significativo n = 2.

Supongamos que es cierto hasta n = k. Observar que h~! es también un
homeomorfismos que verifica las condiciones del enunciado, asi que h~' también

verifica la hipétesis de induccion hasta el caso n = k.
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X

Tomemos un punto C € 2,

— X tal que C ={aj,a9,....,a5,a541} con a; € X
paratodo i € {1,2,....k, k+1}; y supongamos que h(C') es un cerrado del espacio
Y con mds de k + 1 puntos, es decir, existe un conjunto {a},as,...,a,,,,a;,,} C
h(C). Observar que h(C) no puede tener k o menos de k puntos ya que en
ese caso, por ser h~! un homeomorfismo y suponer cierta la induccién hasta el
caso n =k, llegariamos a que h~'(h(C)) = C tendria que tener k o menos de k
puntos. Como el conjunto {a},as, ...,ay,a,,,} estambién un cerrado del espacio Y,
y puesto que h es un homeomorfismo, se sigue que existe un cerrado D C X con
al menos k + 1 puntos (ya que si tuviera k o menos de k su imagen mediante la

aplicaciéon h tendria, por hip6tesis de induccién, k o menos de k puntos también)

de manera que

h(D) = {a/17 al27 e a;w a;c—&-l} C {alla a/27 B a;c—&-l? a?c—&-Q} C h<0)
Utilizando, al igual que en el caso n = 2, la proposicién 1.2.5 y que hes un

homeomorfismo, conseguimos la siguiente relacién

h(C) € h(D) = (D),

entonces

CeD— DcC.

Pero como hemos supuesto que D tiene al menos k + 1 puntos, se sigue que
D = C y por tanto h(D) = h(C), lo cual es imposible ya que h(D) solo estd
formado por k+ 1 puntosy h(C) tiene al menos k + 2 puntos llegando de este

modo a una contradiccion. O

Lema 1.4.15. Sea h : (2, — X) — (2}, — Y) un homeomorfismo, con X un

espacio de Tychonov conteniendo mds de dos puntos. Tomemos ahora un punto a € X y

X

upp — X COMoO

definamos a partir de él, el subconjunto A, de 2

A, ={C;={a,z;} | x; € X —a}.
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Se tiene entonces que para todo C;,C; € A, existe p, € Y tal que
h(C;) N W(C;) = {pa}-

DEMOSTRACION. Comprobaremos primero, utilizando reduccién al absurdo,
que h(C;) N W(C;) # 0.
Supongamos que existen dos puntos C;, C; del conjunto A4,, con C; = {a,z;} y
C; ={a,x;}, tales que h(C;)Nh(C;) =0 y consideremos el punto B = {a,x;,z;} €
2% —X. Como C; C By C; C B sesiguede 125 que Be C; y B € C;
de donde se obtiene que h(B) € h(C;) = h(C;) v h(B) € h(C;) = h(C,), es decir,
h(C;) C h(B) y h(C;) C h(B). Asipues, obtenemos

h(Cy) U h(C,) C h(B).

Utilizando la hipétesis h(C;) N h(C;) = 0 y el lema 1.4.14 llegamos a que la

X

imagen mediante el homeomorfismo h de un punto B € 2; |

— X, con tres puntos
de X, contienen a un cerrado del espacio Y con cuatro puntos, lo que esta en
contradiccién con el lema 1.4.14.

Por tanto, queda demostrado que la interseccién de las imdgenes mediante
de dos cerrados de X pertenecientes al conjunto A,, no solo es siempre distinta
del vacio, sino que ademds tampoco puede ser un cerrado del espacio Y con dos
o mds puntos, ya que la imagen mediante i de cualquier elemento de A, tiene
siempre dos puntos y h es una aplicacién inyectiva. De ello se deduce que la tinica

posibilidad que existe es que las imdgenes se intersequen en un tnico punto. Es

més, de hecho se tiene que existe p, € Y tal que para todo C;, C; € A, se verifica
h(C;) N W(C;) = {pa}-

Ya que en caso contrario si tuviéramos que existen C;, Cy, C3 cerrados de X

pertenecientes al conjunto A, y p1, p2 € Y con p; # py verificando que:

h(Cl) N h(CQ) = P1 y h(Cl> N h(Cg) = PD2.
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llegarfamos a

h(C1) = {p1,p2} y h(C2) N h(Cs) = p3 con  ps # pi, D2

por tanto

h(Cq) = {p1,p3} y h(Cs) = {p2, p3} con  p3 # p1 # o

h(Cy U Cy U Cs) = {p1,p2, p3}-

Alcanzamos de esta forma que la imagen mediante el homeomorfismo h de

X

un punto del subespacio 2;

— X con cuatro puntos de X, es un cerrado del
espacio Y con tres puntos. Lo que estaria en contradicciéon con el hecho de que el

homeomorfismo h lleva conjuntos de n puntos en conjuntos de n puntos. O

Proposicién 1.4.16. Sean X, Y espacios de Tychonov. Entonces se tiene que X es

Y
— X es homeomorfoa 2,,, —Y.

X

homeomorfoa Y siysolosi 2

DEMOSTRACION. Si X, Y son homeomorfos sabemos, por el corolario 1.4.11,

Y

upp SON también homeomorfos.

que 2y 2

upp

Sea f: X — Y un homeomorfismo entre los espacios X e Y y 2/ el
homeomorfismo entre los correspondientes hiperespacios definido a partir de f
por:

. 0X Y
2f 2% — 2

¢—  f(CO)= 1)
Debido a que la imagen del espacio X, mediante el homeomorfismo 2/, es el

espacio Y podemos concluir que el homeomorfismo 2/ restringido al subespacio
X
2“1717

28 — Xy 2r —Y.

upp upp

— X es también, como queriamos, un homeomorfismo entre los subespacios

Para la demostracion de la implicacién en el otro sentido supongamos los tres

casos siguientes:
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1. X estd formado por un solo punto.

X

En este caso tendriamos entonces que 2;;, —

X = (. Como por hipétesis

Y

2%, — X y 2, —Y sonhomeomorfos llegariamos a que 2} ,

upp upp

—Y =0 ypor
tanto, a que el espacio Y estarfa formado por un solo punto también; asi que
podriamos concluir que efectivamente los espacios X e Y son homeomorfos.

2. X esta formado por dos puntos.

X

En este caso tendriamos entonces que 2;;,,

—X = {X}. Como por hipétesis

Y

X
2 upp

upp — Y estaria

— X y 2!, —Y son homeomorfos, llegariamos a que 2
formado por un solo punto, es decir, que el espacio Y tendria un tnico
cerrado con més de un punto. Puesto que Y es un espacio de Tychonov en-
tonces todas las uniones finitas de puntos de Y son un cerrado de Y, de
donde se deduce entonces que Y tiene dos puntos y por lo tanto los espacios
X e Y son homeomorfos.

3. X esta formado tres o mds puntos.

Partimos entonces de que la aplicacion h: (2, —X) — (2}, —Y) esun

homeomorfismo entre los subespacios 2, — X y 2!  —Y y que el espacio
X tiene al menos tres puntos.
Construyamos ahora, teniendo en cuenta los lemas 1.4.14 y 1.4.15, la
siguiente aplicacién
fX— Y

r— Dz

donde p, = h(C;)Nh(C;) paratodo C;, C; € A, = {C; ={z, x;} : ©; € X—z}.

Nuestro primer paso serd demostrar que la aplicacién f es una biyeccién,
para después comprobar que tanto la aplicacién f, como su inversa, son
continuas; y asi poder afirmar que la aplicaciéon f es un homeomorfismo. Lo
que nos permitird concluir que los espacios X, Y son homeomorfos, como
querfamos demostrar.

e Inyectividad de f.
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Supongamos que existen z, 2’ € X, = # 2/, tal que f(z) = f(2).
Tomemos z1, 2 € X con z; # x5, dela definicién de f y del hecho
de que h es un homeomorfismo se sigue que existirdn y;, y, € Y de
forma que h({z,z1}) = {f(z), ;m} y h({2, z2}) = {f(2), y2}. Tomamos
ahora el cerrado B = {f(x), y1,y2} de Y, puestoque {f(z), y1} C By
{f(x), y2} C B obtenemos que B € {f(z), y:} v B € {f(z), v2}, y por

ser h~! un homeomorfismo llegamos a que

h='(B) € ' ({f(2), ;i}) = b ({f (=), y1})

hH(B) € i ({f(x), y2}) = b1 ({f(2), y2}),
esdecir, A ({f(z), ;n}) Ch" " (B) v h'{f(z), y2}) C h"}(B). Asi

pues, concluimos

W ({ @), ) URT ({f (), 52}) = {z, 21} U {22} € A7H(B),

lo que esta en contradiccion con la propiedad del homeomorfismo i~
expuesta en el lema 1.4.14, por tanto, concluimos que f(z) # f(2),
estoes, f esinyectiva.

Sobreyectividad de f.

Sea b €Y y consideremos el conjunto

By, ={D; ={b, i} : y; €Y —b}.

Y

Ya que los conjuntos D; son puntos del subespacio 2,

—Y, podemos
calcular su imagen inversa mediante el homeomorfismo h que serd, por
el lema 1.4.14, un cerrado del espacio X con dos puntos. Ademads, por

ellema 1.4.15, existeun a € X tal que paratodo D;, D; € B secumple
h_l(Di) N h_l(Dj) = {a}

Asi obtenemos que f(a) = b.
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Para demostrar la continuidad de f distinguiremos dos casos

e f(a) esun punto aislado del espacio Y.

Como Y — f(a) esun cerrado en Y, por tanto Y — f(a) € 2} -V,

podemos tomar la adherencia de Y — f(a) en 2}  —Y

Y —fla) ={Y, Y = f(a)},

considerar su imagen mediante el homeomorfismo h~!, de donde
y

obtenemos el siguiente resultado :

WY = f(a)) = W1 (Y = f(a)) = {R1(Y), k™' (Y — f(a))}.

Y

Puesto que Y es el tnico punto cerrado 2,

—Y y h esun homeo-

morfismo se tiene entonces h~!(Y) = X, yaque X es también el tnico

X

punto cerrado de 2; |

— X. Llegamos asi, a que los tinicos conjuntos que
contienena h~!(Y —f(a)) son él mismo y el propio espacio X, de donde
se deduce que h™ (Y — f(a)) = X — o, esdecir, (Y — f(a)) = h(X — ).
Observar que X — z; es un cerrado de X.

Supongamos que zy # a. Tomemos {z,a} C (X —zy) entonces X —z €
{z,a} yportanto h(X — z9) € h({z,a}) = h({z,a}) = {f(a),y0}, esto

es, {f(a),yo} C (X —x9) =Y — f(a) llegando asi a una contradiccién.

Podemos entonces concluir que A~ (Y — f(a)) = X — a y por tanto, el
punto a € X sera también un punto aislado.

e f(a) no es un punto aislado del espacio Y.

Elijamos un entorno abierto U del punto f(a) en Y. Existira entonces
un punto y € Y de manera que el conjunto {f(a), y} C U, es decir,
{f(a), y} € By. Porser h un homeomorfismo existird By abierto de

X
2., — X con

h'({f(a),y}) € By 'y  h(By)C Bu.
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Ademéds por la sobreyectividad de h, y teniendo en cuenta como sea
definido la aplicacién f, sesigue queexiste z € X con h™*({f(a), y}) =
{a, z}. Se tiene entonces que el punto « pertenece al abierto 1 del
espacio X.
Por ultimo, debemos comprobar que la imagen de V' mediante f estd
totalmente incluidaen U.Sea o' un punto cualquierade V' con f(da') =
b’ se tiene entonces que el cerrado {a,a’'} CV y {a,d’} € By. Utilizan-
do que h(By) C By llegamos a h({a,a’'}) = {b,0'} € By, es decir, que
el punto 0’ pertenece al abierto U como desedbamos.
La continuidad de f~! se demuestra realizando los mismos razonamien-
tos que se han utilizado para la demostracion de la continuidad de la aplica-

cion f.

1.5. HIPERESPACIOS Y ULTRAFILTROS

En esta seccién, tras comprobar que los ultrafiltros de cerrados de un espa-
cio normal Hausdorff X son cerrados del hiperespacio con la topologia semifinita
superior, y por tanto puntos del hiperespacio con la topologia semifinita inferior del
hiperespacio con la topologia semifinita superior, alcanzamos la compactificacién de
Stone-Cech del espacio X utilizando su hiperespacio que es un espacio no Haus-
dorff.

Por ello comenzaremos esta seccién proporcionando las definiciones de los con-
ceptos de filtro y ultrafiltro y algunas de las propiedades més relevantes de ellos
(ver [Ga-Ma-O-Ou-Pi.1], [Ma-Ou-Pi.1], [Walk.1]).

Definicién 1.5.1. Filtro.
Sea X un conjunto no vacioy A una familia de subconjuntos de X cerrada por

intersecciones finitas.
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Una familia, 7, contenida en A, se dice que es un A-filtro si:

a) F es distinto del vacio.

b) 0 ¢ F.

c) si (', Cy € F entonces C1NCy € F.

d Si De Ay CeF talque C C D entonces D € F.

Definicién 1.5.2. Base de filtro.
Sea F un A-filtro de X. La familia B, contenida en F, se dice que es una base

de F, siparacadaelemento C € F existe B € B con B C C.

Definicién 1.5.3. Filtro primo.

Sea F un A-filtrode X. Se dice que F es primo sidados C;, C; € A tales
que (C;UC,) € F setieneque Cy € F o Cy € F.

Definiciéon 1.5.4. Ultrafiltro.
Un A-filtro, F, se dice que es un A-ultrafiltro si F es un elemento maximal
del conjunto de los A-filtros ordenados por la inclusién. Es decir, si para todo F’
perteneciente a A-filtros que contiene a F se tiene que F' = F. Todo A-ultrafiltro

es un filtro primo.

La definicién que se ha dado de .A-ultrafiltro tiene como consecuencia inmediata

la siguiente proposicién (ver [Ga-Ma-O-Ou-Pi.1], [Ma-Ou-Pi.1], [Walk.1])

Proposicién 1.5.5. Sea F un A-filtro. Si F es un A-ultrafiltro entonces verifica:

a) F esdistinto del vacio.

b) 0 ¢ F.

c) si (4, Cy € F entonces C;NCy € F.

d) Si De A talque DNC #0 paratodo C € F entonces D € F.
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Observacién 1.5.6. La propiedad del apartado d) en esta proposicion es equi-
valente a decir que para todo D € A, se tiene que, o bien D € F, o bien existe

CeF talque CC X —D.

De ahora en adelante a menos que se diga lo contrario, tomaremos como con-
junto X un espacio topoldgico normal Hausdorff y como familia A el conjunto
de todos los cerrados de X, asi que en estas condiciones, podemos referirnos a los

A—ultrafiltros simplemente por ultrafiltros.

Proposicion 1.5.7. Si F es un ultrafiltro de un espacio normal Hausdorff X en-

X

X
tonces F C 2 pp-

pp €8 un conjunto cerrado de 2

Z. . e, X
DEMOSTRACION. Demostraremos la proposicién probando que 2;,,, — F es

. X
un abierto en 27 .

Sea C €2,  — F. Entonces, usando el apartado d) de la proposicién 1.5.5, se

tiene que existe un D € F con CND = (). Dela normalidad de X se sigue la

existencia de dos subconjuntos abiertos U, V' de X tales que
Ccu, DcV y UnV=40.

Consideramos ahora el entorno abierto By de C'en 27 . Se tiene entonces que

C'ND = () paratodo punto C’ € By y por consiguiente se deduce, de la propiedad

d) de 1.5.5, que C' ¢ F paratodo C’ € By. Esto concluye la demostracién, pues

X

hemos encontrado By abierto no vacio de 27,

tal que

CeByc (22 —F),

upp

es decir, F es un cerrado de Qii,p. O

Observacién 1.5.8. Aqui nos gustaria sefialar que los ultrafiltros fijos de X

X

son justamente la adherencia de los cerrados {r} de X como puntos de 2;, .
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El resultado que nos proporciona la proposicién anterior nos lleva a poder afir-

X

mar que los ultrafiltros F de un espacio normal Hausdorff X son cerradosen 2;, .

Esto significa que todo ultrafiltro 7 en X esjustamente un punto del hiperespacio

del hiperespacio con la topologia semifinita superior, es decir :
Si F esunultrafiltroen X = F € 2%m.

Consideremos el espacio topolégico formado por el hiperespacio 2%#» dotado
X
de la topologia semifinita inferior, definida en 1.2.3, al que representaremos por 9

low

Dado U abierto de 2, definimos el siguiente conjunto

Dy ={Cc2X C+#0, cerrado | CNU # 0}

upp’

Definicién 1.5.9. La familia

D = {Dy, U abierto de 2. }

upp

L e e . X . ..

es una subbase para la topologia semifinita inferior en 2%w», lo que nos permite definir
.. . 2%

el siguiente subespacio de 2,"".

low

Definicién 1.5.10. (W(X), Ty, ).
- X
Denotaremos por W(X) al subespacio de 2?;;’;” cuyos puntos son los ultrafiltros
en X ypor Ty, ala topologia semifinita inferior definida en 2% que tiene como

subbase a D, restringida a W (X).
Seguidamente vamos a dar una base para la topologia 77,
Proposicién 1.5.11. Si X es un espacio normal Hausdorff entonces la familia :
DW(X)) ={DynW(X): Dy € D}

es una base para la topologia Ty, en W (X).
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DEMOSTRACION. Comprobaremos primero que D(W (X)) es una base para

una topologia en W (X).

e Paratodo F € W(X) tomamos el abierto By de F en 2, Bx =2, . Se

tiene entonces
Fe(Dp, "W(X))={F: ByNF#0} =W(X) € DIW(X)).

e Sean los abiertos Dy, N W(X), Dy, N W(X) pertenecientes a D(W (X))
tales que (Dy, NW(X)) N (Dy, "NW(X)) # 0 ysea F € (Dy, NW(X)) N
(Dy, N W(X))). Comenzamos comprobando, por reduccién al absurdo, que
FN (UyNUs) # 0. Puestoque F € Dy, y F € Dy, se tiene

- Existe £ € F talque E € By, C U.

- Existe £/ € F talque E' € By, C Us,.

Supongamos que F N (U; NUy) = (. Se sigue entonces que ENE’ =),
en contradiccién con el hecho de que F es un ultrafiltro (en concreto con
el apartado ¢) de 1.5.5). Se verifica por tanto que F € Dy,nw,) N W(X).
Resumiendo hemos obtenido que dado F € (Dy, N W (X)) N (Dy, N W(X)),
existe el abierto D(y,ny,) N W (X) de D(W (X)) cumpliendo

- F € Dw,rwy) NW(X).

~ Dipuyrney N W(X) € (Dy, NW(X)) A (Do, AW (X))

Queda asi demostrado que D(WW (X)) es una base para una topologia en W (X).
X

Puesto que D = {Dy, U abiertode 2} esuna subbase para 2l2§£p entonces
92X

D' ={Dy, NDy,N---NDy, :Dy, e D Vi=1,...,n} esbase para 2,.". Tenemos

low

entonces que la familia
D'(W(X))={(Dy,"Dy,N---NDy, )NW(X): Dy, e DVi=1,...,n}

es base para (W (X), T}, ). Comprobaremos ahora que la topologia que genera

D(W (X)) eslamisma que la topologia que genera D'(W(X)).
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Es evidente que D(W (X))} C D'(W(X)). Si F € (Dy,NDy,N...NDy, ) NW(X)
entonces se tiene que F € (Dy,nvpn-v, VW (X)) C (Dy, N Dy, N---N Dy, ) N W(X)
y, por tanto, D'(W (X)) C D(W(X)). O

El estudio de algunas propiedades topoldgicas de (W (X), 1%, ), en particular
que W (X) es Hausdorff y compacto, es bésico a la hora de establecer la compactifi-

cacién de Stone-Cech de un espacio normal X usando espacios no Hausdorff.

Proposicién 1.5.12. Sea X un espacio normal Hausdorff y consideremos el hipe-
respacio 2% con la topologia semifinita inferior. Entonces se tiene que el subespacio

(W(X),Ty,,) de 2?5‘2;? es un espacio Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sean F;, F, € W(X) tales que F; # F», se sigue entonces
que existe C; € F; talque Cy ¢ F» y existe Cy € F, tal que O, ¢ F;.

Puesto que C; ¢ F», haciendo uso del apartado d) de la proposicién 1.5.5, se
tiene que existe C] € F, tal que C; N C} = (. Por otro lado de la normalidad de
X sesigue que existirdn dos abiertos U;, U] disjuntos no vacios de X, de manera
que C; C U, y C] CUj.

Observamos entonces que los abiertos disjuntos By, y By, de 2, verifican
que Fi1N By, #0 y F>N By # 0, lo que nos permite asegurar que los conjuntos
Dp, y Dg, son abiertos de 77, tales que F; € Dp, y F2 € Dg,, .

Comproblemos que Dp, N DBU{ = (). Supongamos que existe }";, € W(X) con
F3 € DBU1 N DBUg' Esto nos lleva a que existe £ € F3 talque £ C U; y existe
E' € F; talque E' C U|. Llegamos asi, puesto que U; NU] =0, aque ENE =)

en contradiccién con el hecho de que Fj es un ultrafiltro. O

Antes de demostrar que W (X) es compacto daremos unos lemas que més tarde

nos harén falta.
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Lema 1.5.13. Sea X un espacio normal Hausdorff. Si C' es un cerrado no vacio de

X entonces el conjunto
Cr={FeW(lX) | CeF}

es un cerrado de W (X).

DEMOSTRACION. Realizaremos la demostracién comprobando que su com-
plementario, W (X) — C*, es abierto.

Sea F € W(X)—C*, esdecir, C ¢ F se sigue entonces que existe un D € F
talque DNC = 0. Asipues, D C (X — C) y por tanto, llegamos a que el abierto
Bx_cy de 2upr tiene interseccion no vacia con el ultrafiltro F, obteniendo de este
modo que F € Dp,_,) N W(X).

Ademas, si ' € Dp_.,) NW(X) entonces F'N (Bx_c)) # 0, es decir, existe
D' € F' talque D' C (X —C). Porloque D'NC = ) yporello C ¢ F', es decir,
F' ¢ C*. Con lo que se concluye

F€Dpy o, CWX)-C"

y por tanto C* es un cerrado. O

Lema 1.5.14. Sea X un espacio normal Hausdorff. Todo cerrado
HCW(X), H={F, i€ J},

lo podemos escribir como
H=()C;.
ieJ!
DEMOSTRACION. Para ello demostraremos que dado un punto F € W(X)y

un cerrado H de W(X) tal que F ¢ H, existe un cerrado C* de W (X) tal que

F¢cCr, HccCr
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Sea F € W(X) con F ¢ H se tiene entonces que F ¢ W (X) — H y por tanto
existe Dp, N W(X) abierto de D(W (X)) de modo que

F e (Dp, NW(X)) € (W(X)— H).

Como F € (D, NW (X)) sededuce que existeun D € F talque D C U y por
ello, el cerrado X — U de X verificaque (X —U) ¢ F, ya que en caso contrario
(X —U)N D #{. Obtenemos asi que F ¢ (X — U)*.

Tomemos ahora el cerrado (X —U)* de W(X)y F' € H = {(;,, C;'}. Sesigue
entonces que F' € C! para i € J', esdecir, C; € F' paratodo i € J'. Por tanto
C; ¢ U para i € J/, ya que en caso contrario llegariamos a que F' € W(X) — H.
Asique C; C X —U para i € J/, por tanto F' € (X — U)* de donde se concluye
que H C (X —-U)*.

[l

Un resultado muy interesante que nos proporcionan estos lemas es la descrip-
cién de una base de cerrados para el espacio W (X). Recordemos primero la defini-
cion de base de cerrados (ver [Ma-Ou-Pi.1], [E.1]).

Definicién 1.5.15. Sean (X,7") un espacio topolégico, H = {C; : i € J} una
familia de subconjuntos de X y C7 la familia de todos los cerrados de X. Diremos

que H es una base de cerrados si:

e ;€ Cp paratodo i € J

e Para todo C € Cr existeun j C J talque C =), C;

i€j
Corolario 1.5.16. Sea X un espacio normal Hausdorff. La familia

C*={C*\ C esun cerrado no vacio de X }

es una base de cerrados para el espacio W (X).
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Observacién 1.5.17. Debido a que la familia C* de W(X) es cerrada para
intersecciones finitas podemos definir C*-ultrafiltros a los que denotaremos por F*.

Algunas veces nos referiremos a ellos simplemente como ultrafiltros.

Enunciaremos un resultado sobre bases de ultrafiltros en la siguiente proposicién

con el que trabajaremos méds adelante (ver [Ma-Ou-Pi.1], [Walk.1]).

Proposicién 1.5.18. Sean X un conjunto no vacio, A una familia de subconjun-
tos de X cerrada para intersecciones finitas y B C A. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) Existe un tinico A-filtro, tal que B es base de F.
b) b.1) B no es vacio y el vacio no esta en él.

b.2) Si By, By € B entonces se verifica que existe By € B tal que Bs C By N Bo.

Ademds, si la familia B cumple los apartados b.1) y b.2) el A-filtro del apartado a), al

que designaremos por Fp, es

Fs={Ae€ A | IBeB, BCA}

Proposicion 1.5.19. Sea X un espacio normal Hausdorff y consideremos el hi-
. X . e e . . . .
perespacio 2%wr  con la topologia semifinita inferior, entonces se tiene que el subespacio

X
(W(X), Ty, ) de 22“5)1’ es un espacio compacto.

lo

DEMOSTRACION. Realizaremos la demostracién haciendo uso de la caracteri-

zacion de los espacios compactos en términos de ultrafiltros de cerrados:
X es compacto si y solo si todo F, C-ultrafiltro, cumple que ﬂ Ci; # 0. Donde C
C,eF

es ademds una base de cerrados de X.

Sea F* un C*-ultrafiltro de W (X):

Fr={C; ={FeW(X) | CieF},icl}.
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Consideremos ahora el conjunto G formado por los cerrados C; de X tales

que el cerrado C; de W (X) esta en el ultrafiltro F*, es decir,

G={C;,iel | CjeF}.
Por ser F* un ultrafiltro de W (X) y teniendo en cuenta que para todo C%,

Cy* cerrados de W(X) se verifica que C," N Cy" = (C; N Cy)*, se sigue entonces

que G cumple las siguientes propiedades:

1) G no es vacioy el vacio no estd en él.
2) Si ¢4, Cy € G entonces C;NCy €G.

Obtenemos asi que G C A, donde A es la familia de todos los subconjuntos
cerrados de X, es por tanto base para un tnico filtro de X, al que denotaremos por

Fs.

Fo={CeA|3IBegG, BcCC}.

Sea F' un A-ultrafiltro de X que contiene al filtro F;. Es evidente entonces
que F' € C; paratodo C} € F*, lo que nos permite asegurar que para todo F*,
ultrafiltro de W (X), se tiene

(N ¢ #0.

CreF=

Concluimos de este modo que W (X) es compacto como queriamos. O
Proposicién 1.5.20. Sean X, Y dos espacios normales Hausdorff y
g: X —Y
una aplicaciéon continua. Entonces existe
g W(X) — W(Y)

extension continua de g.
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DEMOSTRACION. La demostracién es constructiva, es decir, probaremos la

existencia de tal aplicacién construyendo una aplicacién
g W(X) — W(Y)

tal que ¢*|x = ¢. El primer paso consistird en asociar a cada ultrafiltro de X un ul-
trafiltro de Y, para después comprobar que dicha asociacién define una aplicaciéon
en las condiciones que buscamos.

Porser X, Y espacios normales Hausdorff sabemos, por el corolario 1.4.9, que

g: X — Y se extiende continuamente a la aplicacién 29 : 2, — 2 = definida,

para cada cerrado C' de X, por 29(C) = ¢g(C).

Dado F € W(X), como F esun cerrado de 2, que estd formado por

cerrados de X, podemos definir el conjunto
29(F) ={29(C) | C € F}.

En primer lugar resulta evidente, a partir de la definicion de ultrafiltro y de la
propia definicién del conjunto 29(F), que 29(F) es distinto del vacio y ademads el
vacio no pertenece al conjunto.

Por otra parte si ], C) € 29(F) entonces existen C; y C, cerrados de X

pertenecientes al ultrafiltro F tales que

Cl=29Cy) y  Ch=29(Ch).

Como (Cy N Cy) € F se deduce entonces

2g<01 N Cg) - 29(01) N 29(02) = Ci N Cé

Resumiendo llegamos a que 29(F) es base para un tnico filtro del espacio Y,

al que denotaremos por F'.

F ={C"ec2¥ | IB€29(F), BC(C'}.
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Vamos a comprobar que ademds F' € W(Y') es un filtro primo. Para ello tome-
mos C{UC) € F, puesto que 29(F) esbase para F’, se sigue entonces que existe
un C € F tal que 29(C') C CTUC4.

Teniendo en cuenta ahora la definicién de las aplicaciones 29 y g, las propieda-

desde ¢7'(C)={z € X | g(z) € C} ydelaunién llegamos a:

CCg ' (9(0) cg H(CTUCy) =g~ (CHUgH(Cy).

De donde se deduce entonces, por ser F ultrafiltro, que ¢ '(C}) U g (C%) € F. Asi
pues, puesto que F es también un filtro primo, tenemos que, o bien ¢~ '(C}) € F,
o bien ¢~'(C%) € F. Supongamos sin perdida de generalidad que ¢ '(C}) € F,
se sigue entonces que 29(¢g~(C})) € 29(F), estoes, C] € F'; concluyendo de este
modo que F’ es un filtro primo como queriamos.

Designaremos ahora por F” al tinico ultrafiltro de Y que contiene al filtro F’

para el que 29(F) es base.

2(F)CF CF.
Definimos ahora la aplicacién

g W(X)— W(Y)

Vamos a demostrar la continuidad de g¢*.
Dado ¢*(F) = F” y Dp, entorno abierto de 77 en W(Y), existe C” € F”
tal que C” C V. Por ser X un espacio normal Hausdorff tenemos entonces que

existen V', V” abiertos de Y tales que

VeV eV eV V.



50

e Consideremos el cerrado X — ¢ (V') de X. Si X — (g7 (V")) fuese vacio,
entonces para cualquier F € W(X) se tendria que ¢*(F) € Dp,, y por tanto
g*(W(X)) C Dp,. Quedando asi demostrada en este caso la continuidad de
la aplicacién g*.

e Supongamos ahora que X — (¢7'(V’)) no fuese vacio, entonces se seguiria la

existencia de un cerrado C' del espacio X de manera que
CeF 'y Ccg'(V),

puesto que si asi no fuera, entonces podriamos deducir que X — (g~ *(V"))
perteneceria a F; y sin embargo su imagen mediante la aplicacién 29 tendria
interseccion vacio con el cerrado C”, lo cual seria una contradiccion.

Tomemos ahora el abierto

D
B(g_l(V’))

en W(X) ysea P e W(X) con
PelD :
B(g_l(V’)>

se sigue entonces que existe un cerrado D de X, con D € P, tal que

D C g~ (V"), verificando que g(D) C V' c V; es decir, g*(P) C Dgp,, asi
pues

g*(DB )CDBV-

(s=10)
Concluimos entonces que la aplicacién g* que hemos definido es una extension
continua de la aplicacién g, si consideramos a X como el subespacio de W (X)

formado por todos los ultrafiltros fijos de X.
O
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Proposicién 1.5.21. Sea X un espacio normal Hausdorff. Entonces el espacio
(W(X), Ty )

es una compactificacion Hausdorff del espacio (X, T).

DEMOSTRACION. Por la proposiciones 1.5.12 y 1.5.19 sabemos que (W (X),Tr,,)

es un espacio compacto Hausdorff. Definimos ahora la siguiente aplicacién :

o X — W(X)
r— F,={CcCX, C cerrado | zeC}.
Como X es un espacio Hausdorff, ® es claramente inyectiva y por consiguiente
biyectiva sobre su imagen. De las dos siguientes igualdades obtenemos que ¢ es

una aplicacion continua y cerrada.

o CH =C
O(C)=C"NPO(X).

Llegando asi, a que ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen ®(X).
Veamos por ultimo que ®(X) es densoen W(X). Para ello basta con observar

que como C* es una base de cerrados en W (X), entonces la familia:

W= {W(X)-C* | C* €,

es una base de abiertos de W (X) verificando que

(W(X) = C*) N ®(X) # 0.
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Proposicién 1.5.22. Sea X un espacio normal Hausdorff y consideremos el hiperes-
X
pacio 2% con la topologia semifinita inferior. Entonces el subespacio W (X) de 25 g

low

justamente la compactificacién de Stone-Cech del espacio X.

DEMOSTRACION. Sea [ el intervalo unidad. Como X, I son dos espacios

normales por la proposicién 1.5.20, sabemos que para toda aplicacién continua
f:X—1

existe

frW(X) — W)
F — F
extension continua de f.
Dado que I es un compacto Hausdorff, entonces podemos identificar el sub-
espacio W(I) con I. De igual forma, en la aplicacién f* podemos identificar el

ultrafiltro F”7 con un punto "y” del intervalo /. Esto nos permite redefinir la

extension de la siguiente manera

o owX)—1
F — Y

Ademés se verifica que:

(f)o(®)=f

donde ”®” es la aplicacién continua :

o X — W(X)
r— F,={Ce2¥|zeC}
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Llegamos asi a que

(W<X)a TLW? QJ)

es topologicamente equivalente a la compactificaciéon de Stone-¢ech de X.
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CAPITULO 2

PROPIEDADES DE EXTENSION DE APLICACIONES Y
PROPIEDAD DEL PUNTO FIJO EN HIPERESPACIOS

2.1. INTRODUCCION

Dedicamos la primera seccién a comprobar que los hiperespacios con la topologia
semifinita superior juegan un papel importante en el problema de extensioén de fun-

ciones. En este sentido obtendremos que si Y un espacio topolégicoy X un

X

wppe defini-

espacio de Tychonov, entonces cualquier aplicacién continua f: U — 2
da sobre un abierto U de Y se puede extender continuamente a todo el espacio Y. Si
restringimos la clase de los espacios, esto es, si suponemos que X, Y son dos espa-
cios compactos Hausdorff, entonces cualquier aplicacion continua f:Y — 2, se

puede extender de manera continua a todo el hiperespacio 2} . Por dltimo, destaca-

X

remos que el hiperespacio 2;

es un extensor absoluto, si X es compacto métrico,
para la clase de los espacios compactos métricos.

En la segunda y tltima seccién de este capitulo, nos fijaremos en la propiedad
del punto fijo en los hiperespacios. Tras comprobar que si X es un compacto Haus-

dorff, 2X

.pp tienela propiedad del punto fijo y que si X un espacio normal Hausdorff

y 25, tienela propiedad del punto fijo, entonces X es numerablemente compacto,
obtendremos una caracterizacién de la compacidad, en el caso de espacios paracom-

pactos Hausdorff, en términos de la propiedad del punto fijo.

55
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2.2. ALGUNAS PROPIEDADES DE EXTENSION DE APLICACIONES

En las siguientes proposiciones estudiamos la extension de funciones continuas

definidas sobre hiperespacios, haciendo variar las condiciones de los espacios.

Proposicién 2.2.1. Sea Y un espacio topolégicoy X un espacio de Tychonov. Sea

X
upp

U un abierto del espacio Y y f:U — 2; ~ una aplicacion continua. Se tiene entonces

X

upp tal que fes una extension continua de f.

que existe una aplicacion f:Y — 2
DEMOSTRACION. Dada la aplicacion continua f : U — 2 definimos una

nueva aplicaciéon f:Y — 2, = por:

) iycU
i) = fly) siye

X siyeY —U.

Comprobemos que f es una extension continua de la aplicacién f.
Por como hemos definido la aplicacién f es evidente que es una extension de la

aplicacién f, es decir, f luv = f. Asi pues, solo nos falta comprobar la continuidad
de f.
® Yo € (Y — U)

Puesto que en este caso f (yo) = X € 2, se tiene entonces que el tnico

upp’

abierto de 2, que contiene al punto X, es Bx = {C €2} | C C X} =2%.

Dado que la imagen mediante la aplicaciéon f de cualquier entorno abierto

V de y, en Y estd contenida en 2¥ = se sigue entonces que f(V) C By

upp’

para cualquier entorno abierto V de yy en Y ; por tanto, f es continua en
Yo € (Y =U).
° M .
Como f es una aplicacién continua y en este caso f (y) = f(y), se tiene

entonces que dado By, entorno abierto del punto f(y) en 2¥ , existe W

upp’

un entorno abierto del punto y, en U, cumpliéndose que f(W) C By.
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Por otro lado, como U es un abierto de Y, entonces W es también
un abierto del punto y, en Y y puesto que W C U, se sigue entonces
f(W) = f(W). Llegamos de esta forma a que f(W) C By, quedando de este

modo demostrado que la aplicaciéon f es continua.

O

Si trabajamos con una clase de espacios topolégicos més reducida, en concreto si

trabajamos con los espacios compactos Hausdorff, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.2. Sean dos espacios compactos Hausdorff X, Y . Sila aplicacion
f Y — 2% es una aplicacién continua, entonces se tiene que existe una aplicacion

X 2 ., .
f: 2upp — 2., tal que f es una extension continua de f.

DEMOSTRACION. Definimos a partir de la aplicacion continua f:Y — 27

X
la aplicacién f : 20y — 2u,, COMO

n Y X
f 2upp QUPP
c— flO)= fy
yelC

Comenzaremos demostrando que dicha aplicacién estd bien definida, es decir,

que f(C U f(y) esun punto de 2 paratodo C € 2 vy por tanto, un
yeC
cerrado de X. Obsérvese que como X es un espacio compacto Hausdorff, nos

bastara entonces con demostrar que f U f(y) es compacto.
yeC

Sea U = {U,}aca unrecubrimiento de U f(y) en X, donde U, esun abierto
yeC
de X paratodo a € A. Paracada y € C setiene que f(y) es un compacto por

ser un cerrado dentro del compacto X. Asi pues, para cada y € C' existen una
cantidad finita, puede que incluso solamente uno, de abiertos del recubrimiento

que contienen al compacto f(y) y que denotaremos por {U,y, Usy, .-, Uqy } CU.

y) C Lj Uag.
i=1
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Se obtiene entonces, usando la continuidad de f, que para cualquiera que sea

y e Ce2)  severifica:

fv) e B — yer (B

U U

De esta forma se llega al siguiente recubrimiento de C' C Y

R={/"Bn )}
(JUar)

(3

i=1
Puesto que C' es un cerrado dentro del compacto X, se sigue entonces que C

es también compacto y por tanto, el recubrimiento R de C tiene un subrecubri-

miento finito de C, al que nos referiremos por R’

R={f"(Bw ) (Bu ).t (Bu )}
(JUam) (U Usy2) (U Ugr)

=1

donde y; € C paratodo i ={1,...,k}. De modo que el conjunto

R'={B ., . B, ... B, }
(UUagl) (UUQ?) (UUW

donde y; € C paratodo i = {1,...,k}, esun recubrimiento finito de f(y) en 2;

y por ello

I
U ={Uym,..., U s Uatrs ooy Uga oy Uy Uy }

Oényk
donde y; € C paratodo i = {1,2,...,k}, es un subrecubrimiento finito del
recubrimiento U = {Uy }aea de f(C) = U f(y) en X. Queda asi demostrado que
yeC

A~

f(C) esun compacto de X, compacto Hausdorff, y por tanto cerrado.
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Es evidente que f|y = f. Asi que solo falta por demostrar la continuidad de la
aplicacién f : 20 — 2mp- Paraello tomemos C' €2y By unabierto de f(o)
en 2X , estoes, f(C) CU.

De la continuidad de la aplicacién f se sigue ahora que f~'(By) es un conjunto
abierto de Y, de modo que Bj-1(p,) es un abierto de 2) . Vamos a comprobar
que Bj-1(p,) contiene al punto C' € 2} =y ademas verifica que f(Bs-15,)) C Bu.

Puesto que

abite (Uf ) U rtitw) =

yeC yeC
se sigue entonces C' = f~1(f(C)) C f~'(By). Obtenemos asi que C' € By 1(z,).
Tomemos D € By-1(p,), estoes, D C f~Y(By). Se obtiene que d € f~(By)
para todo d € D y por tanto, f(d) € (By). Lo que nos lleva a que f(D) C By,

pudiendo concluir de este modo
f(Bffl(BU)) - BU.
La prueba de la proposicién queda asi terminada. O

Finalizamos esta seccién comprobando que si X es un espacio métrico compacto
su hiperespacio 2, es un extensor absoluto (AE) para la clase de los compactos

métricos.

Proposicién 2.2.3. Si X un espacio métrico compacto, entonces su hiperespacio 2upp
es un extensor absoluto para la clase de los espacios métricos compactos, es decir, si Y espacio

métrico compactoy A CY esun cerrado tal que la aplicacion
frA— 2,

es continua, entonces existe una aplicacion
ffoYy — 2upp

que es una extension continua de f.
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DEMOSTRACION. Supongamos que (Y,d) y (X, d') son dos espacios métricos
compactosy A C Y un subconjunto cerrado tal que la aplicacién f: A — 2, es
continua. Para cada punto y € Y denotaremos por A, al conjunto de puntos de A

cuya distancia al punto y € Y esigual que la distancia del punto y al conjunto A.
Ay = {CL € A | d<a7y) = d<y7A)}

Obsérvese que si el punto y € Y en particular estd en A, entonces el conjunto

A, estd formado tinicamente por el punto y.

A

Sea la aplicacion g : Y — 27

definida para cada punto y de Y por

g Y — 24

upp

y— Ay

X

.y del enunciado de la

Utilizamos ahora la aplicacién continua f : A — 2

. ., . . . 2 . 0A X
proposicion, para definir la aplicaciéon h : 27, — 2, en cada cerrado C de A

como

h 2fpp — 2upr
c— | rw.
yeC

Vamos a demostrar que:

e a) Laaplicacion h estd bien definida, esto es, U f(y) esun cerrado de X.

yel
e b) Laaplicacién h es continua.

e ¢) La aplicacion g esta bien definida , es decir, que el conjunto A, es un

A
cerrado de Ay por tanto un punto de 2;,, .

e d) Laaplicacion g es continua.

Es obvio que una vez demostrados a), b), ¢) y d) obtendremos que la composi-

X

upp continua

cién de las aplicaciones i y ¢ es una aplicacién f* =hog:Y — 2
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tal que paracada y € A C Y verifica que

f () = (hog)(y) = h(gly)) = h(A4y) = h(y) = f(y)

Es decir, la aplicacién continua f* restringida al conjunto A coincide con la apli-
caciéon f. Podremos asi concluir que f* es una extensién continua de la aplicacién

f y de este modo la proposicién quedard demostrada.

Demostracién de a) y b).

Puesto que A es un conjunto cerrado del espacio Y que es métrico compacto,
entonces A con la topologia restringida es también un espacio métrico compacto.

Asilos espacios X y A junto conlaaplicacién f: A — 2% del enunciado de esta

upp’

proposicion verifican las condiciones de la proposicion 2.2.2 y por tanto, sabemos
. . ., N . A X o ., .

que existe una aplicacién f : 2, — 2, tal que f es una extension continua de

f. Es més, en la demostracién de la proposicién 2.2.2 hemos comprobado que la

aplicacion

es una extension continua de f.
Observar que en nuestro caso la aplicaciéon & es exactamente f quedando asi

demostrado que la aplicacién h estd bien definida y es continua como queriamos.

Demostracion de ¢)

Sea @ = {an}tneny una sucesion en A, C A convergente, entonces por ser A
un cerrado en Y, se sigue que @ = {a,}neny converge a un punto ag € A. Como
a, € Ay, paratodo n €N, se tiene entonces que d(a,,y) = d(4,y). Siaplicamos
limites a ambos lados de la igualdad, dado que la distancia es una funcién continua,

obtenemos
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d(y,A) = lim d(y,a,) = d(y, lim a,) = d(y, ao).

Hecho que nos permite poder concluir que ay € A,. Llegamos de esta forma a
que A, esuncerradode A, y por tanto que la aplicacién g estd bien definida como
queriamos demostrar.

Obviamente se tiene que A, es un cerrado dentro del compacto A, asi pues,

A, es también compacto.

Demostracion de d)

A

Demostremos ahora, por reduccién al absurdo, que la aplicacién g : Y — 27,

definida por ¢(y) = A, ={a € A | d(a,y) =d(y, A)}, es continua.
Paracada y € Y y paratodo ¢ > 0 definimos el siguiente conjunto abierto del

espacio Y en A:

Ul={reA|dA)<c}

A partir de UY definimos el abierto basico Byy de 25

By ={C €2 | d(c,A,) <e YeceC}.

Obsérvese que el abierto basico By contiene siempre al punto A, para cual-
quiera que sea ¢ > 0.

Supongamos que la aplicacién g no es continua en un punto y, del espacio Y.
Se sigue entonces que existe algtn & > 0, de modo que para el abierto basico By
no existe un abierto U de y, en Y, verificando que su imagen mediante g esté
incluida en Byw.

Sea B(yo,¢cn), la bola del espacio Y, de centro el punto y, y de radio ¢, > 0.
Formamos la familia B = {B(yo,&n) }nen, con lim, .. e, =0, que es una base de

entornos del punto y, en Y. Por ser g no continua en el punto y,, se deduce que
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la imagen de cualquier entorno de esta base no puede estar contenido, en el abierto

By Es decir, para todo n € N :

g<B(y0: En)) ¢ BUfg .

Escojamos en cada bola B(yo,e,) € B un punto y, y formemos la sucesién
¥ = {Yn}nen. Obtenemos asi, una sucesion y = {y,}neny en Y que converge al
punto y, verificando ademds que para todo n € N, g(yn) = Ay, & Byp. Asi
tenemos que para todo n € N existe b, € ¢g(y,) = A4,, tal que d(b,, A,,) > co.

Consideremos ahora la sucesién b = {bn}nen con b, € A. Puesto que bcC A y
A es compacto, tendrd una subsucesion convergente. Por comodidad y sin perdida
de generalidad denotaremos a la subsucesién de igual forma que a la sucesiéon y a
su limite por lim, .. b, =b, con b€ A.

Si tenemos en cuenta que

d(yo, A) < d(yo,bn) < d(yo, yn) + d(Yn, bn)
y aplicamos limites a ambos lados de la desigualdad, usando de nuevo la continui-
dad de la distancia y teniendo en cuenta que como b, € g¢(y,) = A,, entonces

d(Yn, bn) = d(yn, A), llegamos a

lim d(yo, A) < d(yo, lim b,) < d(yo, lim y,,) + d(lim y,, lim b,) =

n—oo

d(yo, im yn) +d( lim y,, A) = d(yo, yo) + d(yo, A) = d(yo, A)-

Esto es,

d(yo, A) < d(yo,b) < d(yo, A) = d(yo, b) = d(yo, A).
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por tanto b € A,,.

Pero por otro lado, gracias a la continuidad de la distancia, tenemos que

lim d(b,, Ay,) = d(1im b, A,,) = d(b, Ay,) > <.

n—oo

Lo que estd en contradiccién con el resultado previo donde hemos obtenido que
b e A,. Asipues, como desedbamos, nuestra aplicacién ¢ es continua en todo
punto y, € Y.

O

2.3. HIPERESPACIOS Y PUNTOS FIJOS

Uno de los resultados mas llamativos de esta seccién es la caracterizacion de
la compacidad de los espacios paracompactos Haussdorf, usando la propiedad del
punto fijo, ademads de calcular el tipo de homotopia del hiperespacio de cualquier
espacio de Tychonov.

Comenzamos pues esta seccion fijandonos en la propiedad del punto fijo en
los hiperespacios. Las dos proposiciones siguientes servirdn para obtener la
caracterizacién de la compacidad en el caso de que el espacio sea paracompacto

Hausdorff, usando la propiedad del punto fijo.

X

Proposicion 2.3.1. Si X' es un compacto Hausdorff entonces 2;,

tiene la propiedad

del punto fijo.

DEMOSTRACION. Sea f :2;  — 2,  una aplicacién continua. Definimos a

X

partir de la aplicacion f el siguiente conjunto del hiperespacio 2, :

K={Cec2¥ | f(C)cC}.

upp

Obsérvese que evidentemente f(X) C X, asi que al menos el conjunto K
contiene al punto X € 2; = y por tanto K no es vacio. Ademas, si C' € K también

f(C) € K. En efecto, puesto que f(C) C C, C pertenece ala adherencia de f(C)
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en 2 , C € f(C). Sitenemos ahora en cuenta la continuidad de la aplicacién f

upp’

se sigue que

F(C) € F(F(C) C F(f(C) = F(C) € F(£(C)).
Con lo cual, teniendo en cuenta la definicién de adherencia en hiperespacios, obte-
nemos f(f(C)) C f(C) yasi, f(C) € K.
Utilizamos la relacion de inclusién de conjuntos para establecer en el conjunto

K la siguiente relaciéon de orden:
A<B si BCA

Consideremos el conjunto H = {C, : « € A} C K donde H es una cadena
del conjunto K, es decir, para cada par C,,, C,, € H setiene que C,, C C,, 6
Ca, C C,,. Podemos entonces deducir que el conjunto H tiene la propiedad de
la interseccion finita, pero como ademads estamos suponiendo que X es un espacio

compacto Hausdorff, obtenemos que

1. NaerCa # 0 con C, € H paratodo « € A.
2. NaeaCy C Cy con C, € H paratodo a € A.

Que NuerCy C C, con C, € H paratodo o € A, es equivalente a decir
que C, € NuerC, con C, € H para todo o € A. Usando la aplicacién continua
f, obtenemos que f(C,) € f(NaCa) C f(NaCa), estoes, f(C) € f(N,C,) con
C, € H paratodo a € A. De nuevo haciendo uso de la definicién de adherencia en
hiperespacios se sigue que f(N,C.) C f(Ca), conC, € H paratodo a € A.

Se tiene ademds que f(N,Co) C Naf(Cy) C NyCq conC, € H paratodo a € A.
De donde se obtiene, usando la definicién de K, que N,C, € K, con C, € H para
todo a € A.

Esto implica, puesto que NyeaCo C Co, Co < NaeaCy paratodo C, € H, que
toda cadena en el conjunto K tiene una cota superior, N,eaCy; vy haciendo uso del

lema de Zorn, obtenemos que existe un elemento maximal K € K, esto es, para
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todo C € K con K < C sesigueque C' = K yademds f(K) C K y por tanto
K < f(K), de donde se concluye que f(K) = K conlo que la demostracién queda
asi terminada.

]

X

Proposicion 2.3.2. Sea X un espacio normal Hausdorff. Si 2;,,,

tiene la propiedad

del punto fijo entonces X es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION. Demostraremos que si X no es numerablemente compacto
entonces 2; = no tiene la propiedad del punto fijo.
Supongamos que X no es numerablemente compacto, se sigue que existe un

subconjunto cerrado C' C X, C discreto numerable (ver [Ma-Ou-Pi.1]):
C = {CLl, ag, ..., Ap, }

Por ser X un espacio normal Hausdorffy C' = {a; | ¢ € N} una familia discreta
numerable de cerrados de X, se sigue que (ver [Ma-Ou-Pi.1])

existe una familia de abiertos {V; | i € N} de X tal que a; € V; para todo
ieNy V,nV;=0 paratodo i,j € N con i # j.

Consideramos ahora el abierto V' = U Vi de X yelabierto By de 2 vy

ieN
definimos la aplicacién f:V — V por

Qs si xe V.

as SiZEE‘/Q.

any1  SL x €V,
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La aplicaciéon f es cerrada puesto que todo subconjunto de un cerrado discreto

es también cerrado. Esto nos permite poder definir la aplicacion:

f' By — By
D— f(D)

Podemos suponer sin perdida de generalidad que los entornos abiertos de f(D)
en By sondelaforma By, donde By, es un abierto bésico de 2fpp, con f(D) €
Bw C By. Esdecir, f(D) C W C V, asipues, tenemos que W es entorno abierto
de f(D) en V.

Aplicando ahora la continuidad de la aplicaciéon f al abierto W de V, obtene-
mos que existe W’ abiertode V' talque D C W'y f(W’') C W.

Con todo lo hasta aqui obtenido podemos ya concluir que existe un abierto de
W' de D en V, que verifica que suimagen mediante f’ estd totalmente incluida en
W; es decir, existe W' entorno abierto de D tal que f'(W') C W C V. Obtenemos
asi, que la aplicacién [’ es continua.

Definamos ahora una nueva aplicacién

P LoX X
: —
f 2um) 2uz?p

del siguiente modo

FD)— f(D)=#(D) siDCV
C siD ¢ By

X

J es una aplicacion continua definida en 2;

y sin embargo no tiene punto fijo.

X

Concluimos asi que si 2;,,,

tiene la propiedad del punto fijo, entonces el espacio X
es numerablememte compacto.

]
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Puesto que todo espacio paracompacto Hausdorff es siempre un espacio normal
Hausdorff ([E.1], pag. 300 ) y todo espacio numerablemente compacto y paracom-
pacto Hausdorff es un espacio compacto Hausdorff ([E.1], pag. 306) a partir de las

proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 obtenemos el corolario que enunciamos a continuacién

Corolario 2.3.3. Un espacio X paracompacto Hausdorff es compacto si y solo si

2X  tiene la propiedad del punto fijo.

upp



CAPITULO 3

UNA BASE DE ENTORNOS PARA EL CASO METRICO
COMPACTO.

3.1. INTRODUCCION

Dedicamos este capitulo a la obtencién de una base de entornos abiertos de la

2X

copia candnica de un espacio métrico compacto X, en su hiperespacio 2;, .

El papel
que jugara esta base de entornos abiertos en las demostraciones de los resultados
més relevantes de la primera seccién del capitulo 1V, justifica en parte la dedicacién
de este capitulo al estudio de dicha base.

Comenzaremos dando su definicién y demostrando que efectivamente ¢/ es una

X

base de entornos para X en 2 .

Proseguiremos comprobando que los abiertos,
que pertenecen a dicha base, tienen la misma forma que un espacio discreto con una
cantidad finita de puntos, esto es, la misma forma que un poliedro muy simple, para
después demostrar que sin embargo no tienen, en general, el mismo tipo de homo-
topia que un espacio 7j; obtenemos asi, uno de los resultados més interesantes de
esta memoria.

Daremos también una nueva caracterizacién de la homotopia débil (homotopia
en todos los entornos de los espacios en el cubo de Hilbert) entre funciones definida
sobre espacios métricos compactos en funcién de los elementos de dicha base, es
decir, comprobaremos que: “Dados X, Y métricos compactosy f, g: X — YV
continuas, entonces f y g son débilmente homotdpicas si y solo si las aplicaciones

f vy g son homotépicas en U. para todo ¢ > 0.” Dicha caracterizacién nos

permitird en el siguiente capitulo, probar que las descripciones de la forma para
69
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los espacios métricos compactos de J.M.R. Sanjurjo [Sa.3] y K. Borsuk [Bo.6] son
las mismas pero cambiando el cubo de Hilbert O, como espacio ambiente, por el
hiperespacio del métrico compacto en cuestiéon con la topologia semifinita superior,

X
200

Por ultimo comprobaremos que el hiperespacio 2, de un espacio X de Ty-

chonov tiene el mismo tipo de homotopia que un punto.
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3.2. UNA BASE DE ENTORNOS

Comenzamos describiendo una familia de subconjuntos de 27, cuando X es

un espacio métrico compacto, para después demostrar una proposicién en la que

X

afirmamos que dicha familia estd formada por abiertos de 2;,

y que ademas es

X

una base de entornos de la copia canénica de X en 27 .

Como ya se comentd en
la introduccién, esta base de entornos sera basica para la obtencién de resultados
posteriores, no solo en este capitulo sino también a lo largo del siguiente capitulo en
el que se sustituird el Cubo de Hilbert por los hiperespacios y los entornos abiertos
del espacio en el Cubo de Hilbert por esta base de entornos del espacio en su hipe-
respacio, para obtener asi, una reinterpretanciéon de la descripcién obtenida por J.

M. R. Sanjurjo en [Sa.3] de la teoria de la forma para el caso de los espacios métricos

compactos.

Observacién 3.2.1. Dado el espacio métrico (X, d) y el cerrado C C X,

C # 0, denotamos por diam(C') al siguiente nimero:

diam(C) = sup{d(c, ') | ¢, ¢ € C}

Definicién 3.2.2. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Consideraremos
a X sumergido como un subconjunto denso de su hiperespacio identificindolo

mediante la inmersi6én canénica ® : X — 2, , con su copia ®(X).
X .

Dado ¢ > 0, se define el siguiente conjunto de 2;, :

U.={Cec2 | diam(C) < e}.

upp

Observacién 3.2.3. Algunas veces, y siempre que no haya problema, nos refe-

X

riremos a la copia canénicade X en 2, ,

®(X), simplemente por X.
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Proposicién 3.2.4. El conjunto U., para todo & >0, es un abierto de 2, yla

X

familia de abiertos U = {U.}.~o es una base de entornos de X en su hiperespacio 2, .

En particular se tiene que {Ui/n}nen es una base numerable de entornos de X en su

X

hiperespacio 2, .

DEMOSTRACION. Dividiremos la demostracién en dos partes: primero com-

X

probaremos que U, paratodo ¢ > 0, esun abierto de 2;

que contienea ¢(X) y
después comprobaremos que para cualquiera que sea U, entorno abierto de ®(X)

en 2%

uppr €Xiste 9 > 0 de manera que

®(X)=XcCU,cCU.

Como diam ({z}) = 0 paratodo {z} € ®(X), esobvio entonces que ®(X) C U.

X

para cualquiera que sea ¢ > 0. Pasemos a verificar que U. es un abierto de 2;

para todo ¢ > 0.
Sea C € U, con diam(C) = r < e y tomemos la bola generalizada en X de
centro C' yradio § = (¢ —7)/2 que denotaremos por B(C,J). Asipues, obtenemos

. X
que Bpcs) esunentorno abiertode C' en 27 .

X

upp €N U.. Para ello to-

Vamos a verificar la inclusién del abierto Bp(cs) de 2
memos D € Bpcg), estoes, D C B(C,d). Si p, p' son dos puntos del cerrado D

de X se cumple entonces que

d(p,p)) < d(p,C) + d(p',C) + diam(C) < §+ 5+ r <

<2€=r)2+r<(e—1)+r=c

Hecho que nos permite entonces afirmar que diam(D) < ¢ y por tanto, que
D € U. paratodo D € Bp(cy).
Resumiendo hemos obtenido que para todo C € U, con diam(C) = r < e,

existe un abierto Bp.—,/2) de Qfé,p de modo
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C € Bp(c,e—r2) C U..

X

Concluimos asi, que U. es un abierto de 2

como queriamos.

X

Iniciamos la segunda parte de la demostraciéon tomando un abierto U de 2

de manera que ®(X) C U. Paracada x € X escogemos un ¢, > 0 de tal forma

X
upp

que el abierto Bp(,.,) de 2;  verificaque Bp,.,) C U.

Puesto que la familia

B={B(z,e;) | €, >0, x € X},

forma un recubrimiento abierto de X y como X es un espacio métrico compacto,
se sigue entonces que existe un namero real 3 > 0, que es el nimero de Lebesgue
del recubrimiento B, de tal forma que para todo z € X existeun y, € X tal que
B(z, g) C B(Ys,ey,). De donde se deduce que paracada =z € X existeun y, € X

de manera que

(1) Bp@,2)) € BB, C U

Por otro lado si consideremos el abierto U, € U = {U:}eso y C € Ugja, se
sigue entonces de la propia definicion de Ug/,, que para todo punto ¢ € C se
cumple que C C B(c, 3/2).

Teniendo en cuenta esta tltima conclusién y particularizando la expresion (1)

parael caso = = ¢ obtenemos:

C' € Bp(es/2) C BByee,) CU.

Eyc
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Se deduce asi, que si C' € Ug/, entonces C € U y por tanto, hemos encontrado

un Uy € U tal que

(I)(X) - Ug/g c U.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

3.3. PROPIEDADES HOMOTOPICAS Y DE LA FORMA DE LOS U,

Una vez que hemos comprobado que ¢ = {U.}.~o forma una base de entornos

X

uppr dedicamos

abiertos para un espacio métrico compacto X en su hiperespacio 2
esta seccion al estudio de propiedades topolégicas de los U. € ¢. Comenzaremos
probando un teorema que utilizaremos profusamente en las demostraciones de esta
seccién, en particular en la demostracién de uno de los resultados més interesantes
de esta memoria, ya que en él comprobaremos que los U. tienen la misma forma
que un conjunto discreto con una cantidad finita de puntos.

En el capitulo siguiente utilizaremos, para la descripcién de la forma de los
espacios métricos compactos, la base de entornos formada por los U., que a dife-
rencia de las descripciones clasicas, no solo no poseen el mismo tipo de homotopia

que los ANR sino que ademads, como demostraremos, ni siquiera tienen en general

el tipo de homotopia de un espacio 7;.

Definicién 3.3.1. Sea X un espacio métrico compacto y

U={U; C X | U abierto}icqi,. p}

un recubrimiento finito por abiertos de X. Definimos el siguiente conjunto

PX)={U | U;#0 YU el vy UnU=0 Yi#j}

estoes, P(X) es el conjunto de las particiones finitas por abiertos de X.
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Establecemos la siguiente relacién de orden en el conjunto P(X).

Dados Uy, Uy € P(X) decimos que U; > Us o que la particion U, es un refinamiento
de la particion U, si para todo U} € U, existeun U? € Uy tal que U} C U,

Definicién 3.3.2. Para cada ¢ > 0 definimos el conjunto
P.(X)={UecP(X) | {B(x,e)}sex esunrefinamiento de U}.

Claramente el conjunto P.(X) no es vacio, puesto que obviamente, la particién
U = {X} pertenece a él. Ademads por ser {B(z,c)},ex un recubrimiento de X,
que es compacto, podemos extraer de él una cantidad finita que siga recubriendo
a X. Sidenotamos por N, € N al nidmero minimo de bolas del recubrimiento

{B(z,¢)}.ex necesarias para recubrir X, tenemos entonces que

sup {Card{U} | U € P.(X)} < N..

Asi pues el conjunto {Card(U) | U € P.(X)} tiene maximo y lo representamos

por ng(e) € N:

ng(e) = ué%?&{ Card(U) }.

Teorema 3.3.3. Sea Y un espacio Ty y X wun espacio métrico compacto. En-
tonces se tiene que para cualquiera que sea U., con ¢ > 0, el cardinal de la imagen de
U. mediante cualquier aplicacion f : U. — Y continua, estd acotado por un niimero
independientemente de Y.

De hecho podemos afirmar que

Card(f(U.)) < ué%?(}g(){ Card(U) } = no(e).
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Ademds existe 'Y, un espacio Tj, y una aplicacion continua f : U, — Y tal que
Card (f(U.)) = ng(e)

Observacion 3.3.4. En particular si X es un espacio métrico compacto y cone-
X0 entonces ng(c) = 1, por tanto, para cualesquiera quesean ¢ >0y f:U. — Y
continua, con Y un espacio 7, se tiene que Card(f(U.)) = 1. Estoes,si X esun
espacio métrico compacto y conexo, entonces las tinicas aplicaciones continuas de

U. aunespacio 77 son las aplicaciones constantes.

DEMOSTRACION. Comenzamos demostrando que para todo ¢ > 0 la aplica-

cién continua f:U. — Y, con Y unespacio 7Tj, verifica que

CCLT‘d (f(Ua)) S X0

Para cada punto z € X tomamos la bola abierta B(x,c/4), asi pues, la fa-
milia {B(z,e/4)}.ex es un recubrimiento de X. Como X es compacto, se
tienen entonces que existen w,1s,...,7z, € X tales que {B(x;,¢/4)}iz1,., for-
ma un recubrimiento de X y por tanto también, la familia de las bolas cerradas
{B.(xi,e/4)}iz1,.. n esunrecubrimiento finito de X.Obsérvese que B.(z;,¢/4) € U.
paratodo i =1,...,n.

Dado y € D € U. existe z;, tal que y € B.(z;,,c/4), se sigue entonces que
{i0,y} € U., {x4,y} € {zsy} v que {z;,y} € {y}, de donde se deduce utilizando
la continuidad de f:U. — Y que

o f({xiov y}> < f({xm}) - f({xzo}) = f({xlo})
o [{zipu}) € f({y}h) < F{yd) = F{y}).
Obtenemos asi, que f({y}) = f({z;,}) y puesto que D € {y} se sigue que

f(D) = f({z;,}) de donde se concluye como queriamos que Card (f(U.)) < xo.

Vamos ahora a probar por reduccién al absurdo, que de hecho lo que se tiene es

Card (f(U.)) < ng(e)
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Supongamos entonces que existe una aplicaciéon f: U. — Y tal que

Card (f(U:)) =m > ng(e).

Representamos por

Img(f(U)) ={ar,...,am}
a la imagen de f. Obtenemos asi, que la aplicaciéon f : U. — {a1,as,...,a,} e€s

una aplicacion continua y suprayectiva y por tanto la familia

{f Nay) | i€{1,2,...,m}}

X

es una particion por abiertos de U.. Ademdas podemos suponer, ya que U. C 2;,,,

que paracada i € {1,2,...,m}, que
fYa)=1\|) B, cCB -
U Vi (l l VZJ)

Jje€J;i
JEJ;

Se sigue entonces que la familia

v={yYUw yw...U v

je€N JE€J2 J€EIm

es una particion por abiertos del espacio X ya que en caso contrario existirian

p, g€ {1,2,....m} y r € X con

e (UwNU W

= =

Existiran por tanto j; € J, y j» € J, tal que

J J
re Vi y xze VP2
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De donde se deduciria

ve (UBuwy) MU By

J€J, JjeJp

Lo que esté en contradiccion con el hecho de que la familia {f~*(a;) | i € {1,2,...,m}}
es una particion por abiertos de U..

Vamos a comprobar que ademds {B(x,¢)},cx es un refinamiento para la par-
ticion V. Sean zp € X y z € B(xp,¢), como d(zg,z) < ¢, se tiene entonces
que C = {zg,2} C U. y por tanto, podemos calcular f(C). Ademads, puesto que

C € {x0} y C € {z}, setiene que existen p,q € {1,2,...,m} tales que

o f(C) € f({zo}) C f({zo}) = ap
e f(C)e f({z}) C f({z}) = aqy

Obtenemos asi, que f(z9) = f(z) paratodo z € B(zg,¢), de donde se deduce

que existe s € {1,2,...,m} de manera

B(‘r07€) C U ‘/:ej

J€Js

Resumiendo tenemos que

v={yYw. yw..Uy v

jeh1 JEJ2 J€JIm

es una particiéon de X de tal forma que V € P.(X) y con cardinal Card (V) =m,

donde m > ng(e) = un%a(); )(Card(l/{ )). Llegamos de esta forma a demostrar como
S

€

queriamos que
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Card (f(U:)) < ng(e).

Seguidamente vamos a construir una aplicacién continua f: U. — Y tal que
Card (f(U:)) = ng(e).
Tomemos como espacio 7; el espacio Y = {1,2,...,ng(¢)} ysea Uy € P.(X)

tal que Card (Uy) =ng(c), esto es,

Uy = {U, U2, .. U@y,

Definimos la aplicacion:

f X — {1,2,...,n0(¢)}
z— flx) =i

donde f(z) =i € {1,2,...,n0(¢)} es el tnico subindice tal que = € Y. La aplica-
cién f asidefinida es continua puesto que los U paratodo i € {1,...,n0(¢)} son
abiertos y cerrados.

Tomemos ahora C' € U.. Existe entonces un tnico U € Uy € P.(X) tal que
C C U}, ya que en caso contrario existirian ¢;, co € C' 'y U}, Ul € U con ¢ € U
y ¢ € UJ; como d(ci,c2) < ¢, yaque C € U, obtendriamos entonces que
c1 € Bleg,e) C Uf, llegando de este modo a una contradiccion con el hecho de que
Uy es una particion de X que es refinada por las bolas B(z, ¢).

Podemos entonces extender nuestra aplicaciéon f: X — {1,2,...,n9(¢)} a U.

de la siguiente manera:

F iU — {1,2,...,mp(e)}
C — f(C) =1

~

donde f(C)=1i€{1,2,...,n0(¢)} es el unico subindice tal que C € U.
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Como la aplicaciéon f escontinuay {1,...,n0(¢)} es un espacio normal Haus-

dorff se sigue de la proposiciéon 1.4.7 que la aplicaciéon

. 0X 1,...n
of . 2X  — 2£pp o(e)}

es continua, y puesto que f = 2/|;;. podemos concluir que f es una aplicacion

continua con Card (f(U.)) = ny(e).
O]

Seguidamente vamos a demostrar que los U. son espacios con la misma forma
que un espacio discreto con una cantidad finita de puntos.

Previamente enunciamos un resultado de teoria de la forma sobre equivalencia
Shape, utilizando la definicién de Mardesi¢ (ver [Mar.1] y [Mar.2]), que aplica-

remos en la demostracion del teorema 3.3.6.

Teorema 3.3.5. Sean X, Y espacios topoldgicosy f : X — Y wuna aplicacion
continua. La aplicaciéon f induce una equivalencia Shape si y solo si para cualquier espacio
P, que sea un ANR, y para cualquier clase de homotopia [h] € [Y,P], con h:Y — P

aplicacion continua, la asignacion
h) = [hof]

con [hof| € [X,P], induce una biyeccion entre las clases de equivalencia de homotopia de

aplicaciones continuasde Y en P yde X en P.

Teorema 3.3.6. Sea X un espacio métrico compacto. Dado € > 0 se tiene entonces

que U. tiene la misma forma que {1,...,ng(c)} donde

no(e) = max {Card(ld)}.

UEP:(X)
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DEMOSTRACION. Sea P un ANRy f. : U. — {1,2,...,n0(¢)} una aplica-
cién continua y suprayectiva. Tomamos una aplicacion h : {1,2,...,n9(¢)} — P

continua y definimos la aplicacién h=ho fe:U.— P

Tenemos que probar:

1. Para toda aplicaciéon ¢ : U. — P continua, donde P es un ANR, se pue-
de construir una aplicacién continua & : {1,2,...no(e)} — P tal que se
verifique la igualdad g = ho f..

2. Para toda aplicacién continua &' : {1,2,...,n0(¢)} — P que sea homotépica
a la aplicacion h, se verifica que la aplicacion &' = h'o f. : U. — P es
homotdpica a la aplicaciéon h; y que si h=hof. es homotdpica a W ="hof.

entonces h’' es homotépicaa h. Es decir:

he R {1,2,...n9(e)} — P <= h~h = (ho f.)~ (ko f.) : U. — P.

e Demostracion de 1.

Sea P es un ANR y por tanto un espacio 77, y g : U. — P una
aplicacién continua, se sigue entonces del teorema 3.3.3 que el cardinal de la
imagen de ¢, que denotaremos por q, es finito. De la definicién de ng(e),

se sigue entonces que
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Asi pues, podemos describir la imagen de la aplicaciéon ¢ : U. — P

mediante

Img (9) = {a1, a2, ...,aq}-
Haciendo uso de la continuidad de las aplicaciones f. : U. — {1,2,...,n9(¢)}

y g :U. — P, obtenemos las dos particiones siguientes de U.
U. = U Vi con V; =g '(a;) paratodo i€ {1,2,...,q}.

no(E)
U.= W, conW,;=f"(j) paratodo j € {1,2,..,mo(c)}.
j=1

Probaremos ahora las dos siguientes cuestiones:

- l.a.- Paratodo j €{1,2,..,q,...,n0(¢)} existe i € {1,2,...,q} de manera
que W; C V..

- 1.b.- Dado j, € {1,2,...,q,....,n0(¢)} vy (a;,) € P talque W,, C V;, =

g *(ai,), con ig € {1,...,q}, laaplicaciéon

h :{1,2,...q,...n9(¢)} — P
Jo — i,

es continua y ademds cumple que g = ho f..

— Demostraciéon 1.a.-

Supongamos que no es cierto, es decir, existe un j, € {1,2,...,q,...,ng(¢)}

tal que W, no estd incluido en ningtin V; para i € {1,2,...,q}. Como
v=Jv y wW,cl

se sigue que existen iy, 4o, ...,%, € {1,2,...,q} tales que
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« Wi NVi, 20 Yae{l,2,..r}

Observar que r > 2 puesto que W), no esta incluido en ningtn V; con

ie{1,2,...q}
Llamamos:
(Wjo)l = VVjo N ‘/;1
(Wjo)Q = I/Vjo N ‘/;2
(WJO)T = VVjo N ‘/;'7‘
(Wj,)ar paratodo a € {1,...,r}, es ala vez abierto y cerrado de U,

ya que es interseccién de abiertos y cerrados de U..

Tomemos ahora la siguiente descripcién de U,

U.={W, UWaU...UW;,_1U
U ((Wj())l U (%0)2 u..u (V[/jO)T)U
U I/Vjo—l—l U VVjO+2 U...u Wno(g).}

Es decir, U. viene definido por la unién de (ng(¢) — 1) +r abiertosy

cerrados. Como r > 2 obtenemos
(ng(e) = 1)+ 7 > (ng(e) = 1) + 2 =np(e) + 1 > ng(e).

Esto es, U. viene definido por la unién de mas de nq(c) abiertos y
cerrados.

Definimos una aplicacién
S:U. — {1,2,...,n0(¢),...,(no(e) = 1) + 1}

mediante:
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S(W;) =3 sil1<j<jo—1
S(Wi)i) =jdo+(i—1) sil<i<r

SW;) =j+(r—1) sijo+1<j < mno(e)

La aplicacién S es claramente una aplicacion continua y ademads

Card (Img (S)) =ng(e) — 14 r > ng(e)

y esto estd en contradiccion con el hecho de que ng(c) es el maximo
nuimero natural para el que existe una aplicacién continua suprayectiva
de U. en un espacio discreto.

Podemos por tanto afirmar que para todo j, € {1,2,....q,...,n0(¢)}

existe un iy € {1,2,...,q} de modo que

Wjo C Vi = g_l(aio>‘

— Demostracién 1.b.-

Basta con comprobar que la aplicacién

h :{1,2,...q,..,n9(¢)} — P

J ? a;,

donde W; C V; = g~!(a;), verifica que g = ho f. puesto que la conti-

nuidad de la aplicacién % es obvia.
ng(e)
Para ello tomemos un C € U. = U W;, entonces existird
j=1
un jo € {1,2,...,q,..,n0(¢)} de tal forma que C € W,, y por lo

visto anteriormente existird también un iy, € {1,2,...,q} de manera

que W;, C Vi, = g *(ai,). Asipues, si C € W,, obtenemos que
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g(C) c g(Viy) C glg'(ay)) = ai, es decir, ¢g(C) = a;, y como

f-(C) = jo concluimos entonces que

h(f(C)) = h(jo) = ai, = 9(C)
como queriamos.

e Demostracion de 2.

—he~ W —=— h~H.

Supongamos h =~ h' entonces existe H : {1,2,...n9(e)} x I — P

aplicacién continua tal que para todo ¢ € {1,2,...,ng(¢)} se verifica

H(i,0) = h(i)
H(i,1) = h'(3).
Definimos a partir de la aplicacion H : {1,2,...,n¢(¢)} x I — P ydela

aplicacién f. : U. — {1,2,...,n9(¢)} la siguiente aplicacién

H: U.xI— P
(C,t) = H(f(C),1).

La aplicacién H esuna homotopia entre h=ho f. y W ="hof. ya

que es una aplicacién continua y para todo C € U, verifica que

H(C,0) = H(f-(C),0) = h(-(C)) = h(C)
]:1(07 1) = H(fs(0)7 1) = h/(fa(c)) = h/(C)

Podemos entonces concluir que si h es homotdpica h' entonces h es

homotépica a 7.

— heehl = h~ K.

Supongamos ahora que h ~ I/ : U. — P, entonces existe aplicaciéon

continua H : U, x I — P tal que para todo C € U, se verifica que
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Para cada ¢ € {1,2,...,n9(¢)} fijamos un C; € U. de tal forma que

f:(C;) =i y definimos la aplicacién H : {1,2,...,n9(c)} x I — P por

H: {1,2,...,n0(e)} x I — P
(Z7t) = F[(Clvt)7

Obsérvese que tanto la aplicacion f. : U. — {1,2,...,n9(¢)} como la
aplicacién ﬁt : U. xt — P, paratodo t € I, verifican las condiciones
del teorema 3.3.3 y por tanto, las imdgenes de ambas tienen un cardinal
finito. De la definicién de ng(c) obtenemos que Card (H,) < ng(e) y
puestoque R ={ /(i) | i € {1,2,...,n0(¢)} } esuna particién de U.,
la aplicacién H,, como ya se demostré dentro del apartado 1.a.—, vale
lo mismo en cada abierto de la particion R; es decir, ﬁt(C, t) = ﬁt(C’ 1)
paratodo C, C' € f~'(i), con i € {1,2,...,ng()}. Asipues, la aplicacion
H es independiente del C; € U. fijado.

Obtenemos asi, que la aplicaciéon H es continua y ademds para todo

ie{l,2,...,n9(e)} verifica

H(i,0) = H(C,0) = h(f-(C)) = h(i)
H(i,1) = H(C,1) = I'(f.(C)) = K(i).

De modo que H esuna homotopia entre h y h'.

]

A continuacién daremos una nueva caracterizacion de la relacién de homotopia
débil entre aplicaciones continuas, en el sentido de K. Borsuk [Bo.6], definidas en-

tre espacios métricos compactos en términos de los U.. Dicha caracterizacién nos



3.3. PROPIEDADES HOMOTOPICAS Y DE LA FORMA DE LOS U. 87

serd util tanto en en el teorema 3.3.10 como en el préximo capitulo. Pero primero
recordaremos algunas definiciones que utilizaremos tanto en la demostracién de la
proposicién que enunciaremos a continuacién, como a lo largo del capitulo siguien-

te.

Definicién 3.3.7. Funcién multivaluada semicontinua superiormente.

Sean X, Y dos espacios métricos compactosy F': X — Y una funcién multiva-
luada, es decir, una funcién que asigna a cada punto z € X un cerrado no vacio
F(z) de Y. Diremos que F : X — Y es una funcién multivaluada semicontinua
superiormente si para cada punto z € X vy para todo entorno V del cerrado
F(z) en Y, existe unentornode U del punto = en X tal que el conjunto

F(U)=U{F(z) | x € U} esta contenidoen V.

Definicion 3.3.8. Funcién c-pequenia.

Llamamos funcién multivaluada e-pequefia a toda funcién multivaluada F: X — YV

tal que diam(F(z)) < ¢ paratodo z € X.

Proposicién 3.3.9. Sean X, Y dos espacios métricos compactosy f,g: X — Y
dos aplicaciones continuas. Entonces [ y g son débilmente homotdpicas (es decir, para
todo € > 0 las aplicaciones f y g son homotdpicas dentro del cubo de Hilbert Q en la
bola de centro Y y radio ) siy solo si las aplicaciones f y g son homotdpicas en U,

para todo € > 0.

DEMOSTRACION.

f~gen B(Y,e) Ve>0 — f~gen U Ve >0

Supongamos al espacio Y incluido, como un cerrado, dentro del cubo de
Hilbert, Q, ysean f, g: X — Y dos aplicaciones continuas débilmente

homotoépicas
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Denotamos por p la distancia en Q. Para cada punto ¢ € Q considera-

mos el siguiente conjunto

={yeY | ply.q) =p(q,Y)}.

Como ya vimos en el capitulo anterior, en la demostracion de la pro-
posiciéon 2.3.1, los Y, son cerrados y compactos en Y vy la aplicacion
r:@Q — 2}  definida por r(¢) =Y, es continua.

Dado ¢/2 > 0 existe una aplicaciéon continua H : X xI — Q

verificando para todo (z,t) € X x [

H(z, t) B(Y, /2)

Definimos ahora la siguiente aplicacion H =ro H

H X xI— U.
(x,t) —  H(x,t) = r(H(z,t)) = Yigan)-

La aplicacion H esta bien definida, ya que H(z,t) € B(Y,¢/2) y por
tanto, p(H(z,t),Y) < ¢/2; asipues,si v,y € Yy se tiene que

p(y:y') < ply, H(z, 1)) + p(y', H(z,1)) <e/2+¢/2 <e.

Llegamos asi, como Y (.4 es compacto,a que diam(YH(x,t)) < g, es decir,
diam(H (z,t)) < e y de este modo deducimos que H(z,t) € U..
Obtenemos que la aplicacion H es continua por ser la composicién de

funciones continuas. Ademas teniendo en cuenta que Y;,) = f(z) y Yyu) =
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g(x), puesto que f(z) y g(z) pertenecen al espacio Y, se sigue entonces

que para todo = € X se verifica

Concluimos entonces que para todo ¢ > 0 se puede construir una homo-
topia H, como la que hemos construido anteriormente, entre las aplicaciones

f vy g en U.. Con ello, este sentido de la implicacién queda demostrado.

f~gen U Ve>0=f~gen B(Y,e) Ve>0.

Sabemos que la relacion f ~ g en B(Y,c) en Q paratodo ¢ > 0, es
independiente de la copia topolégica de Q que elijamos y de la inmersién de

Y en Q (ver [B.6]). Por tanto vamos a elegir Q = H [1/n,1/n], que es la
n=1

copia convexa del cubo de Hilbert en el espacio

> = {(Zn)nen | in < oo}

con |[(z,)|]2 = (ZZO:1 x%)l/z, y denotamos por p a la distancia donde
p(x,y) = (20 — yn)ll2 para z, y € Q.

Consideramos a Y incluido como un subespacio cerrado de Q. Para
e > 0 tomamos la bola en Q decentro Y yradio ¢ > 0, Bg(Y,¢). Por
las propiedades del cubo de Hilbert sabemos que existe un prisma K en el
sentido de K. Borsuk ([Bo.8]) que es por tanto un ANR compacto conteniendo
a Y ensuinteriory tal que Y C K C Bg(Y,¢).

Puesto que K es un ANR compacto, entonces existe un ¢’ > 0 de manera
que si dos aplicaciones f,g : X — K son tales que p(f(x),g(x)) < &,

entonces son homotoépicas en K. (ver [Hu.1]).
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Sea ¢” > 0 de tal forma que Y C B(Y, ¢’) C K y tomemos § =
min{e’, ¢"}. Se sigue entonces que existe una aplicacion H : X x [ — U tal

que para todo (z,t) € X x I verifica que

Si consideramos la aplicacion H como una aplicacion de X x I — Y
multivaluada J—pequeiia, se tiene entonces que H es una aplicacion semi-
continua superiormente y por tanto, para cada punto (z,t) € X x I existe un
entorno abierto V(,; de (z,t) en X x I de tal forma que H(V(,,) estd in-

cluido dentro delabolaen Y decentro H(x,t) yradio (§ —diam(H(z,t))/3.

H(Viy) € B (H@, 5.8~ dian;(H@,t»)

Obsérvese quesi y; € H(ay,t1) con (o, t1) € Vigyy ¥ v2 € H(aa,t2) con

(a2, t2) € Vi), entonces

p(y1,y2) < p(yr, H(z,t)) + p(H(,t), y2)) + diam (H(z,t))

<(2/3) 0+ (1/3) diam (H(z,t)) < 0.

Obtenemos por tanto que diam(H (Vi) < 6.
La familia {V{,; | (z,t) € X x I} esun recubrimiento abierto del com-
pacto X x I, lo que nos permite suponer que existen una cantidad finita de

ellos, que denotamos por

V= {V(Jn,tl)a V(I27t2)7 X3) V(mn,tn) }
que recubren X x I y con la particularidad que diam(H(V(;,.,))) < d para
ie{l,2,...,n}.
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Denotamos por D la distancia en el compacto X x I y consideramos para

cada i € {1,2,...,n} las aplicaciones f3; : X x I — R definidas por:

ﬁi(xvt) - nD((SU;t), <(X a I) _ V(xz"ti)))

ZD((:L‘,t), ((X X I) - V(xj,tj)))

Se tiene entonces que las aplicaciones ; con i € {1,2,...,n}, son clara-
mente continuas y ademds, para cada ¢ € {1,2,...,n} verifican que f;(x,t) #
0 siysolosi (z,t) € Vig,1,)-

Utilizando todas las aplicaciones 3; con i € {1,2,....,n}, y la aplicacién
multivaluada H : X x I — Y definimos una nueva aplicaciéon de X x I en

Q de la siguiente manera:

H :XxI— Q
(0,t) — X0 Bile b
donde para cada H(V(s,+)), V(zi,4:) € V, hemos elegido un punto de él al
que hemos denotado por v;.
Sean (x,,tn) € X x I detal forma que lim (z,,,t,) = (z,t). Se sigue

m—00

entonces que

p(H(I,t),ﬁ[([Em,tm)) :||H(Ivt)7ﬁ(xm7tm)||2 =

|| Z 6z X, t 61 CCm7 )>U1H2 S
Z| ﬁz :L‘ t ﬁz $m7 m))|||vl|| S

MZ| (Bi(, 1) = BilTm, tm))]
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Teniendo ahora en cuenta que lim G;(z,,t,) = Bi(z,t), puesto que las

aplicaciones f3; son continuas para todo i € {1,2,...,n}, llegamos a

lim p(H(x,t), H(xpm,tm)) = 0.

m—00

De donde se deduce que la aplicacién H es continua.
Dado (z,t) € X xI quesupondremos que pertenece, sin perdida de gene-
ralidad, alos k£ primeros elementos del recubrimiento V = {V(4, ), ---; Vizn,tn) }

se tiene entonces

H(xat) = ﬁl(xat)vl + ﬁ2<l‘,t)v2 + ..t 6k(x>t)vk

Bi(z,t) + Ba(z,t) + oo + Br(z,t) = 1.

Elijamos ahora un z € H(z,t) y utilizado la norma del espacio de Hilbert, en

el que suponemos que el espacio Y estd sumergido, tenemos

p(H(l’, t)? Z) :p((ﬁl(xv t)vl + .+ ﬁk('r’ t)”k)? (ﬁl(JJ’t)Z +ot 6k(x7t)z)) <
Bi(x,t) ||z — vi]ly + Ba(x, t) ||z — vally + oo + Bil@, 1) ||z — vielly <

Bu(x, )0 + Bo(x, )0 + ... + Bi(w, )6 <

k

<Z Bi(x,t))5 < 6

Se obtiene asi, que p(H(z,t), H(x,t)) < § y como H(z,t) esun cerrado

de Y, entonces se deduce que p(H(z,t),Y) < 6. Asi pues, llegamos a que
para todo (z,t) € X x [

H(z,t) C B(Y,0) Cc K C B(Y,¢).
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Ademas como p(H(z,0), f(x)) <d vy p(H(z,1),9(x)) < J, sesigue que
H(x,0) es homotopicaa f(z) y H(z,1) eshomotépicaa g(z) en K, de donde
se deduce utilizando la propiedad transitiva de la relaciéon de homotopia, que
f(z) es homotdpica a g(r) en K. Concluimos asi, que H(z,t) es una
homotopia entre las aplicaciones fy genlabola B(Y,¢).

O]

K. Morita en [Mor.1] probd que todo espacio topoldgico tienen la misma for-
ma que algtin espacio de Tychonov. En el siguiente teorema demostramos que en
homotopia el resultado no es cierto ya que comprobaremos que los U, que son
espacios con la misma forma que poliedros muy simples como ya vimos en el coro-
lario 3.3.6, no tienen en general la homotopia, no ya de un espacio de Tychonov,

sino ni siquiera de un espacio 7.

Teorema 3.3.10. U, con ¢ > 0, no tiene en general el mismo tipo de homotopia de

un espacio 1.

DEMOSTRACION. Tomemos un espacio X ANR conexo tal que existe una
aplicacion esencial f : X — X. Se sigue que U. para todo ¢ > 0, es co-
nexo pues de no ser asi, tendriamos que existen V,W abiertos de 27 , de tal

forma que U. = W UV; ycomo ®(X) es densoen 2%

.ppr  Obtendriamos que

X =((X)NnV)N(P(X)NW) locual es imposible puesto que X es conexo.
Asipues, si U, tuviese el mismos tipo de homotopia que un espacio 73, por ser
U. conexo, se seguiria del teorema 3.3.3 que las tinicas aplicaciones posibles son
las constantes y por tanto, se obtendria que U. tiene el mismo tipo de homotopia
que un punto. por ello para cualesquiera dos funciones g, f : X — X C U, se
tendria que f ~ g en U, en particular, si f es una aplicacién esencial y ¢ una
aplicacion constante obtendriamos entonces, aplicando la proposiciéon 3.3.9, que

Sh(f) = Sh(g), es decir, los morfismos que generan fy g en teorfa de la forma son
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los mismos, lo que estd en contradiccién con el hecho de que f sea una aplicaciéon

esencial. n

Vamos a dedicar el final de esta seccién a demostrar que aunque, como acabamos
de comprobar, U. no tiene en general el mismo tipo de homotopia que un espacio
Ty, sin embargo el tipo de homotopia del hiperespacio de un espacio de Tychonov

es trivial.

Proposicién 3.3.11. Para cualquier espacio de Tychonov X se tiene que su hiperes-

X

pacio 2.,

tiene el tipo de homotopia trivial o de un punto.

DEMOSTRACION. Definimos la aplicacion H : 2}, x I — 27 =~ por:

X s1t=0
H(C,t) =
C site(0,1],

X, — 2= ala aplicacion identidad en

Observar que si denotamos por Id : 2;, upp

wop — 2y alaaplicacion constantemente iguala X, Fx(C) = X

X ., se tiene entonces que H(C,0) = Fx y H(C,1) = Idyx .

upp’

2%, ypor Fx :2
para todo C € 2
En relacion con la prueba de la continuidad de la aplicaciéon H considérese By

entorno abiertode H(C,0) = X en 2%

upp*

X

Como el tinico subconjunto abierto de 2;,

que contiene al punto X es el propio conjunto, entonces necesariamente By = 2.

X

Asfi, para cualquier entorno abierto By x I, donde By esunabiertode C en 2; ,

tendremos que

(C,0)e By x1I y H(By x I) C By =2~.

Consideramos ahora que By es un entorno del punto H(C,t) = C, donde

t € (0,1, en 2X

.pp: 1OMamos en este caso como entorno abierto del punto (C,?)

en el espacio 2, x I al subconjunto abierto By x (0,1]. Si (D,t) € By x (0,1]
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entonces H(D,t) = D € By, de hecho tenemos que H(By x (0,1]) esjustamente
el propio By.

Llegamos asi, a que H es una homotopia entre las aplicaciones Idyx 'y Fx. [
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CAPITULO 4

ALGUNAS PROPIEDADES BASICAS DE LA INMERSION
CANONICA : TEORIA DE LA FORMA.

4.1. INTRODUCCION

K. Borsuk en [Bo.6] define el concepto de sucesién fundamental, también una
relaciéon de homotopia entre sucesiones fundamentales que da lugar a las clases fun-
damentales y una composicién entre las clases fundamentales. Obtiene asi una cate-
goria, categoria de la forma, cuyos objetos son los espacios métricos compactos y los
morfismos son las clases fundamentales. Define también en [Bo.6] el concepto de
aplicaciéon aproximativa, una relaciéon de homotopia entre las aplicaciones aproxi-
mativas y una composicién entre las aplicaciones aproximativas. Posteriormente S.
Mardesi¢ y J. Segal en [Mar-Se.3] demuestran la equivalencia entre el concepto de
sucesion fundamental y el de aplicacién aproximativa, de manera que en vez de uti-
lizar sucesiones fundamentales para describir la forma en el sentido de K. Borsuk en
[Bo.6] se pueden utilizar y normalmente asi lo haremos nosotros, las aplicaciones
aproximativas.

A diferencia de la descripciones clasicas de la teoria de la forma donde se utilizan
elementos externos con muy buenas propiedades topolégicas tales como el cubo de
Hilbert o ANR’s, como marco adecuado para el estudio de la forma de los espacios
métricos compactos, en este capitulo ponemos de manifiesto, usando resultados de
J. M. R. Sanjurjo en [Sa.3], que los hiperespacios con la topologia semifinita superior son

también un marco adecuado para describir la forma en el caso métrico compacto.
97
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Utilizamos asi, para estudiar la forma en esta clase de espacios, objetos externos
con muy malas propiedades topoldgicas; recordemos que en el capitulo primero
comprobamos que los hiperespacios con la topologia semifinita superior son espacios
que ni siquiera son 7T;. Ademas, a la vez conseguimos demostrar que la descripciéon
de la teoria de la forma desarrollada por J. M. R. Sanjurjo en [Sa.3] es la misma en
tilosofia, es decir, usando aplicaciones aproximativas, clases homotopia, etc., que la
desarrollada por K. Borsuk en [Bo.6] si cambiamos el cubo de Hilbert como espacio
ambiente universal para los métricos compactos por su hiperespacio con la topologia
semifinita superior.

En la segunda seccién de este capitulo utilizamos los hiperespacios para recons-
truir, desde nuestro punto de vista, la métrica no arquimediana en los conjuntos
de morfismos de la forma, introducida por M. A. Morén y ER. Ruiz del Portal en
[Mo-R.2]. El punto de partida de la seccién serd, considerando la posibilidad de
poder sumergir los espacios dentro de sus hiperespacios por medio de la inmersién
canodnica, definir los morfismos de la forma entre los espacios como ciertas clases de
sucesiones de Cauchy, conseguidas realizando el proceso de complecién de Cantor
(obtencion de los irracionales a partir de los racionales). Esto nos permitird poder
definir en el conjunto de los morfismos de la forma, que denotaremos como normal-
mente se hace por Sh(X,Y), una ultramétrica completa.

Tras traducir la construcciéon multivaluada de J. M. R. Sanjurjo [Sa.3] en términos
de aplicaciones aproximativas con espacio ambiente el hiperespacio con la topologia
semifinita superior, al inicio de la tltima seccién de este capitulo vamos a actuar en el
sentido opuesto al descrito en la primera. Necesitamos para ello el Teorema de hiper-
espacios de Curtis-Schori-West que nos permitird, en el caso de continuos de Peano no
degenerados, interpretar al cubo de Hilbert como el hiperespacio de dicho continuo

con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff. Asi, el concepto de aplicacién
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aproximativa de K. Borsuk y homotopia entre ellas puede ser interpretado, interna-
mente, en el caso de continuos de Peano como sucesiones de aplicaciones multiva-
luadas continuas, e-pequefias y multihomotopias entre ellas. Mejorando por tanto,
en el caso localmente conexo, la descripcién intrinseca producida por J.M.R. Sanjur-
jo. La diferencia esencial entre ambas estd en el hecho de que en el caso localmente
conexo podemos utilizar aplicaciones multivaluadas continuas, superior e inferior-
mente semicontinuas. Esto permitird, aunque no lo tratemos en esta memoria, una
descripciéon més geométrica y mds intrinseca de conceptos como movilidad, FANR,
..., etc., en presencia de la conexién local.

Por ultimo, utilizando los hiperespacios con la topologia generada a partir de
la métrica de Hausdorff, y motivados por el Teorema de los complementarios de Chap-
man [Chap.1], demostramos que el tipo topolégico de cada espacio estd totalmente
determinado por el tipo uniforme del complementario de su copia candnica en su
hiperespacio con la métrica de Hausdorff, no solo en el caso de los continuos de

Peano sino también en el caso de los métricos compactos.
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4.2. HIPERESPACIOS Y TEORIA DE LA FORMA

En esta seccién conseguimos a través de una reinterpretaciéon de la descripcion
de la teoria de la forma para los espacios métricos compactos desarrollada por ].M.R.
Sanjurjo en [Sa.3], dar una nueva descripcién de la teoria de la forma para los
espacios métricos compactos utilizando los hiperespacios con la topologia semifinita
superior, a la vez que comprobamos que son tan buenos espacios ambientes como
el cubo de Hilbert (usado por K. Borsuk), para describir la forma de los espacios
meétricos compactos.

Asi pues, comenzamos recordando una serie de definiciones dadas por J.M.R.
Sanjurjo en [Sa.3] que posteriormente reinterpretaremos en términos de hiperespa-
cios

Nota. A lo largo de esta seccién siempre que hablemos de hiperespacios estare-
mos suponiendo a estos dotados de la topologia semifinita superior. Siempre que no se

diga lo contrario los espacios con los que trabajaremos seran métricos compactos.

Definicion 4.2.1. Funciones ¢ - multihomotépicas.

Diremos que dos funciones F, G : X — Y multivaluadas semicontinuas supe-

. ~ . s . €
riormente ¢ - pequefias, son ¢ - multihomotdpicas, lo que denotaremos por F' ~ G,
siexiste una funcion H : X x I — Y multivaluada semicontinua superiormente

€ - pequeiia tal que para todo x € X verifica que

Definicién 4.2.2. Multired.
Una sucesién F = {F,: X — Y},en, donde F,:X — Y es una funcién
multivaluada semicontinua superiormente para todo n € N, es una multired del
espacio X en Y, siparatodo € > 0 existe un ny € N de manera que F, ~ nal

para todo n > ny.
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Definicion 4.2.3. Homotopia entre multiredes.

Sean F = {F, : X — Y}uen ¥ G = {G, : X — Y},en dos multiredes.

Diremos que F es homotépica a G, y lo denotaremos por F~@, si para todo

e > 0 existeun ny € N tal que F, ~ G, para todo n > ny.

J. M. R. Sanjurjo demuestra en [Sa.3] que la relacién de homotopia entre multi-
redes es una relacién de equivalencia en el conjunto de las multiredes. Define una
composicién entre las clases de homotopia de las multiredes obteniendo asi una ca-
tegoria, cuyos objetos son los espacios métricos compactos y los morfismos las clases
de homotopia de las multiredes, y comprueba que es isomorfa a la categoria de la
forma de K. Borsuk [Bo.6] para los métricos compactos.

Nuestra intencién ahora es reinterpretar la categoria obtenida por J. M. R. San-
jurjo en [Sa.3] en términos de hiperespacios con la topologia semifinita superior. Ob-
teniendo asi una nueva categoria para el caso métrico compacto, isomorfa a la cate-
goria de la forma, donde los objetos siguen siendo los mismos pero los morfismos
cambian.

Teniendo en cuenta que si F': X — Y es una funcién multivaluada, definida

entre espacios métricos compactos, F(xz) esun cerradode Y y por tanto un punto
Y
upp’

Y
upp

de su hiperespacio 2 es facil construir una funcién univaluada entre el espacio

X vy el hiperespacio 2! = del siguiente modo:

Definiciéon 4.2.4. Dada F : X — Y funcién multivaluada definimos la

Y

aplicacién f: X — 2, como f(z)= F(z) paracada = € X.

Ademas se tiene la siguiente relacion entre ambas.
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Proposicién 4.2.5. Sean X, Y dos espacios métricos compactos. Una funcion mul-
tivaluada F : X — Y es semicontinua superiormente si y solo si la funcion univaluada

f:X —2Y  definida por f(x)= F(x) paratodo x € X, es continua.

upp’

DEMOSTRACION. Recordemos que la familia B = {By }yver con V abierto de

Y
upp”

Y y By ={C €2¥ | C CV}, esunabase para la topologia en 2

Comenzamos suponiendo que F': X — Y es una funcién multivaluada semi-
continua superiormente. Asi pues, dado z € X y V entornode F(z) en Y existe
U entornode z en X talque F(U)=J{F(z) | €U} CV, esdecir, F(z) CV
para todo x € U. Puesto que f(z) = F(z), se sigue entonces que f(x) € By para
todo = € U y por tanto, f(U) C By lo que demuestra la continuidad de f en todo
punto z € X.

En el otro sentido, supongamos que =z € X y V esunentornode F(z) en Y, se

sigue entonces que By es un entorno abierto de F(z) en 27

wpp- COMO por definicién

Y

f(z) = F(z), aplicando la continuidad de la funcién univaluada [ : X — 2, ,

obtenemos que existe un entorno U del punto = en X verificando que f(U) C By;
de este modo llegamos a que F(U) = f(U) C V de donde se concluye que F' es

funcién multivaluada semicontinua superiormente. O

Seguidamente vamos a dar una definicién que nos serviréd para establecer una
relacién, de gran utilidad para nuestros propdsitos en esta seccion, entre cierto tipo
de sucesiones de funciones univaluadas continuas y las multiredes. Por su similitud
con la definicién de aplicacién aproximativa en el sentido de K. Borsuk en [Bo.6]

utilizaremos el mismo nombre.

Definicién 4.2.6. Aplicacién aproximativa.

Sean X, Y dos espacios métricos compactos. Una aplicacion aproximativa de X

en Y esunafamilia f = {f;}ren, donde f;: X — Qpr son aplicaciones continuas

Y

wpp €Xiste ko € N de manera

univaluadas, tal que para todo U abiertode Y en 2

que f; eshomotdpicaa fy11 en U paratodo k > k.
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Nos serviremos ahora de la base de entornos abiertos de la copia del espacio en

su hiperespacio que obtuvimos en la proposiciéon 3.2.4,

U={U.={Ce2 | diam(C) < £} }cs0,

upp

para demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.7. Una sucesion F = {Fo}nen, donde F, : X — Y son
funciones multivaluadas semicontinuas superiormente, es una multired en el sentido de
4.2.2 si y solo si la sucesion f = {fulnen, donde f, : X — 2pr son funciones

continuas univaluadas y f,, (x) = F,, () para todo n € N y para todo x € X, es una

aplicacion aproximativa en el sentido de 4.2.6.

A partir de ahora siempre que hablemos de multiredes nos estaremos refiriendo

a multiredes en el sentido de 4.2.2.

DEMOSTRACION. Supongamos que F = {F,}nen es una multired. Dado U
abiertode Y en 2) = sabemos que existe ¢, > 0 tal que el abierto U., € U verifica
que Y CU, CU.

Por otro lado para ¢y > 0, por ser F = {F,}nen una multired, sabemos que
. . €0 .
existe un ny € N de manera que para todo n > n se tiene que F,, ~ F, .,; es decir,

paratodo n > ny existe una funcién H, : X x I — Y multivaluada semicontinua

superiormente ¢j-pequefia verificando:

H,(z,0) = F,(x)
H,(z,1) = F1(x).

VrelX.

Definimos ahora para cada n > ny, a partirde H, : X x I — Y, la siguiente

funcidén univaluada :
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Se sigue entonces de la proposicién 4.2.5 que la funcién H, es continua para
todo n > ny; puesto que H, es co-pequefia, es decir, diam(H,(z,t)) < & para
todo (z,t) € X x I, se deduce que H,(z,t) € U, paratodo (z,t) € X x [ y por
tanto, que lf[;(x, t) C U paratodo n € N.

Ademas para todo z € X se verifica:

ﬁn(mvo) = Hn<$,0) = Fn(m) = fn(x)
Hy(2,1) = Hy(2,1) = Fopa(2) = fara(2).

Obtenemos asi que para cada n > ng la funcién H, : X x [ — 2} = esuna

homotopia entre las aplicaciones univaluadas f, y f.+1 en U. Queda de este
modo demostrado que la sucesion  f = {f,}nen es una aplicacién aproximativa

en el sentido de 4.2.6.

Si ahora partimos de que f = {f,}nen es una aplicacién aproximativa, se sigue

Y

entonces que para todo U abierto de 2;,,

y en particular para los abiertos U., con
e >0, existeun ny € N de tal forma que f, ~ f,+1 en U. paratodo n > ny. Es

decir, existe una aplicaciéon continua H, : X x I — Qpr verificando:

Vee X

Ho(x,1) € UE}V(:I:,t) e X xI

Asi pues, para cada n > ny definimos utilizando la aplicacién univaluada

H, X xI—2Y

wpp 12 siguiente funcion multivaluada
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=
E);:
X
~
|
>~<

(z,t) —  Hy(z,t) = Hy(z,1).

De nuevo aplicando la proposiciéon 4.2.5 se obtiene que H, es una multiapli-
cacién semicontinua superiormente. Pero ademads, puesto que diam(H,(z,t)) < e
para todo (x,t) € X x I ypara n > ny, podemos entonces asegurar que H,
es una funcién multivaluada semicontinua superiormente e-pequeiia, tal que para

todo n > ny verifica

Hy(w,0) = Hw,0) = ful) = Fu(x)

~ VrelX.
Hp(z,1) = Hy(z,1) = fop1(2) = Foga ()

Llegamos asia que H, : X xI — Y es una e-multihomotopia entre F,, y F,,+4
para todo n > ny. De donde se concluye que F = {F,}nen es una multired como
queriamos.

]

Definimos ahora una la relacién de homotopia entre las aplicaciones aproximati-
vas en el sentido de 4.2.6, que después nos permitird establecer una relacién entre

las clases de homotopia de ellas y las clases de homotopia de las multiredes.

Definicion 4.2.8. Homotopia entre aplicaciones aproximativas.

Sean ]?: {futnen V G = {gn}nen, con f,, g, : X — 23;pp, dos aplicaciones

aproximativas. Diremos que f = {f, }nen Yy G = {gn}tnen son homotépicas, f ~ g,

Y

si se tiene que para todo abierto U de Y en2,

existe nyg € N de manera que f,

es homotépicaa g, en U, f, ~ g, en U paratodo n > ny.

Proposicién 4.2.9. Sean F = {F, : X — Y }nen, G ={Gpn: X — Y}nen dos
multiredes. Entonces F y G son homotépicas si y solo si las aplicaciones aproximativas

formadas por sucesiones de funciones univaluadas continuas f = {f, : X — 2} }nen,
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g=A{gn : X — 2Y V.en, donde f, = F, y g, = G, paratodo n € N, son

upp

homotépicas.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que F = {F, }nen, G = {G}nen son
homotépicas.

Dado U entorno abierto de Y en 2 sabemos que existe un &, > 0 tal que

Y c U, C U. De la hipétesis se deduce que para ¢, > 0 existe un ny, € N tal que

para todo n > n existe una funcién multivaluada semicontinua superiormente

H,: X xI—Y, con diam(H,(z,t)) < ¢y paratodo (z,t) € X x I, verificando:

Definimos, a partir de la funcién multivaluada H,, para cada n > n, la funcién
univaluada

I/-jn:XxI—> 2y

upp

(z,t) —  Hy(z,t) = Hy(z,1).

~

De la proposicién 4.2.5, se sigue que fH,, es una aplicacién continua para todo
n>ng con Hy(z,0) = fo() y H,(z,1) = gu(z). Por otrolado como H,(z,t) € U.,
paratodo (z,t) € X x 1, se tiene entonces que Hy(z,t) CU paratodo (z,t) € X x1.
Asipues, Ifln es una homotopia entre f,, y g, enU paratodo n > ny,. Obtenemos
de este modo que las aplicaciones aproximativas fy g son homotépicas como

desedbamos.

Y

En el otro sentido partimos del hecho de que para todo U abierto de Y en 2,

existe un ny € N tal que para todo n > ny se cumple que f, ~ g, en U. En
particular, si tomamos el abierto U,, para cualquiera que sea ¢ > 0, existird un

n. € N de modo que si n > n. entonces f, ~ g, en U.. Obtenemos asi que para
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Y

todo n > n. existe una funcién univaluada continua H,: X xI — 2, ,

con

(Hy(z,t)) C U, paratodo (z,t) € X x I, verificando
VrelX.

Para cada n > n. definimos la funcién multivaluada

H, - XxI— Y
(2,t) — H,(z,t) = H(x,1).

Utilizando los mismos razonamientos que a lo largo de estas dltimas demostra-
ciones, llegamos a que H, esuna una funcién multivaluada semicontinua superior-
mente e-pequefia tal que Hy(2,0) = F,(z) y Hy(z,1) = Go(z) para todo n > n..
Resumiendo tenemos que F,, es e-multihomotépica a G, para todo ¢ > 0 y para

casi todo n € N, es decir, las multiredes a y G son homotépicas. O

Una consecuencia inmediata de esta tiltima proposicién es el siguiente corolario.

Corolario 4.2.10. Las clases de homotopia de las aplicaciones aproximativas, en el
sentido de 4.2.6, estdn en correspondencia biunivoca con las clases de homotopia de las

multiredes.

A continuacién damos un teorema de extensiéon de homotopias en hiperespa-
cios que juega un papel analogo al teorema clasico de extensién de homotopias en

AN.R’s ([Mar.1]).

X 2Y

Teorema 4.2.11. Sean X, Y espacios métricos compactos, y h : 2, , upp”

H: X x1—2)  dos aplicaciones continuas tales que H(x,0) = h|x(x). Entonces

existe una aplicacion H : 2, x [ — 2, tal que

1. H(C,0) = h(C) paratodo C € 2%
2. Hl|xy; =H.
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3. H es continua.
4. Siseimpone que H(x,t) € U, paratodo (x,t) € X x I se pueden elegir § >0 y

una aplicacion continua H 2%, X I — 2Y  de tal forma que H|y;x1 C U..

DEMOSTRACION. Definimos la aplicacion H : 25 x I — 2¥  mediante:

(H(Ct)  sicex
H(C,t) = { h(C) sit=0
U H(e,t) siCe2l,—o(X)yt>0.
\ ccC

U H(c,t) como demostramos en la proposiciéon 2.2.2 es un cerrado de Y,
ceC
de donde obtenemos que H esta bien definida. Las dos primeras condiciones las

verifica por definicién, asi pues nos falta por comprobar las dos dltimas.

Veamos que H es continua.

e a) |(C,t) e X xI|

- al) t=0

En este caso H(c,0) = H(c,0) = h(c) y por tanto, dado By entorno

de H (¢,0) en QEpp existe por ser H continua un entorno U X [0,¢) de

(c,t) en X x I talque H(U x [0,¢]) C By. Ademds, por ser h también

continua existe By, entorno de cen 2% = tal que h(By/) C By.

upp

Tomemos el abierto Byawy % [0,e) de (c,t) en 2, x I. Vamos a

comprobar que H(D,t) € By paratodo (D,t) e Bwawy x [0, €).

x a.1.1) Si D =d e X entonces }NI(d, 0) = H(d,0) = h(d), y puesto
que d € Bynw)y C By de la continuidad de la aplicacién h, se

sigue que H(d,0) C By.
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x+ a12)Si D=de X entonces H(d,t) = H(d,t) paratodo t € I,
y puesto que (d.t) € (UNW) x [0, €) dela continuidad de H, se
tiene que H(d,t) C By.

«+ al13) Si (D,t) = (D,0) entonces H(D,0) = h(D) y como
D € Bwnw) de la continuidad de h, se deduce que H (D,0) C By.
+ a14) Si De 2X —¢(X)y t>0 entonces H(D,t)= U H(d,t).

upp
deD
Por tanto, como (d,t) € (UNW) x [0, ) paratodo d € D, dela

continuidad de H, se obtiene que H(d,t) C By paratodo d € D
asi pues llegamos a que H(D,t) C By.

- a2) t#0

En este caso H(c,t) = H(c,t). Por tanto, dado By entorno de H(c,t)

Y
en 2,

(c,t) en X x [ talque H(U x (t —¢,t+¢)) C By.

existe por ser H continua, un entorno U x (t —¢,t+¢) de

Tomemos el abierto By x (t —e, t+¢) de (c,t) en 25 x I. Vamos a

comprobar que H(D,t') € By paratodo (D,t') € By x (t—e, t+¢)

x+ a.2.1) Si (D,t') = (d,t) se tiene entonces H(d,t') = H(d,t') y
puesto que (d,t') € U x (t —¢, t+¢) dela continuidad de H, se
sigue que H(d,#) C By.

x+ a.2.2) Si D e2X —¢(X) entonces H(D,t') = U H(d,t") y dado

upp
deD
que (d,t') e U x (t—¢,t+¢) paratodo d € D, de la continuidad

de H setiene que H(d,t') C By paratodo d € D. Llegamos asi,

como queriamos a que H(D,t') C By.

e b)[Ce2X — ¢(X)

upp

- bl) t=0.
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Ahora tenemos que H(C,0) = h(C). Asi pues, dado By entorno de
h(C) en 2} = sesigue, por ser h continua, que existe un entorno By

de C en 2;  tal que h(By) C By.
Para cada ¢ € C' como h(c) = H(c,0) C By, se sigue de la continuidad
de la aplicaciéon H que existe U, x [0, ¢.) abiertode (c,0) en X x [ tal
que H(U. x [0, ¢.)) C By. Podemos suponer ademds que U, C U para
todo ¢ € C. Puesto que {U. | ¢ € C'} forman un recubrimiento del
compacto C, existirdn cy,...,c; € C demodoque {U,, | i € {1,... ,k}}

forman un recubrimiento finito de C.
Denotemos por ¢ = min{e,, | i € {1,...,k}} y tomemos el abierto

x [0, ¢) de 2% x I. Vamos ha demostrar que

B
U ve)

H(B , x [0, €)) C By

x b.1.1) Si (D,t) = (d, t’) se tiene entonces que H(d,t') = H(d,t);
y puesto que (d,t') U Ue,) , de la continuidad de H se
sigue que H(d,#) C BV.

x+ b.1.2) Si D e 2X — ¢(X) entonces H(D,0)= H(D,0) = h(D) y

UPP

puesto que D C U U.) C U, dela continuidad de h se deduce
=1

que H(D,0) C By.

« b.1.3)Si De2X —¢(X)y t' >0 entonces H(D,t') = UHdt

upp
deD

y puesto que (d,t') € ( U U,) x [0,e) paratodo d € D dela
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continuidad de H se sigue que H(d,t') C By paratodo d € D.
Asi pues obtenemos que H(D,t) C By.

- b2 t>0

En este caso H(C,t) = U H(c,t). Asipues,dado By entornode H(C,t)
ceC

en 2¥  sesigue que H(c;,t) C By paratodo c¢; € C; yporser H con-

upp’

tinua, se tiene que existe un entorno U, x (t —¢;, t+¢;) de (¢;,t) en

X x I talque H(U,, x (t —e; t+¢;)) C By.

Como {U., ; € C'} es un recubrimiento del compacto C, existirdn
c1,C2,...,¢, € C demodo que {U, | i€{l,...,n}} sea un recubri-
miento del compacto C. Por tanto, si tomamos ¢ = min{ey,...,s,} tal

que t—e > 0, obtenemos que ( U U)X (t—e, t+¢) esunentorno

de (C,t) en X x I con

H( |J U,)x(t—et+e)CBy.

ie{l,...,n}

de (D,t) en2X x I. Vamos a comprobar que H(D,t) € By para

upp

todo (D,t’)GB( U X (t—e,t+¢)

UC’)

x b.2.1) Si (D,t) = (d t) se tiene entonces que H(d,t') = H(d,t);
y puesto que (d,t') U Ue,) x (t—e,t+¢), dela continuidad

de H sesigue que H(d, t') C By.
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* b22) Si D e 2F entonces H(D,t) UHd t') y puesto
deD
que (d,t') U U,) x (t —e,t+¢), paratodo d € D dela
ie{1,....,n}
continuidad de H se tiene que H(d,t') C By paratodo d € D.

Asi pues, obtenemos que H(D,t') C By.

Demostraremos ahora la dltima propiedad de la aplicaciéon H.

Sea A un abierto de X x I en 2 x I. Paracada z, € X y para todo

t € I existe un abierto By, ,) X (t — &, t+¢&) de (x0,t) en 2, x I tal que

0:t) upp

B, ) % (t—e, t+e) C A Puestoque U, (t —ei, t+¢), paracada z9 € X

es un recubrimiento del compacto I, se sigue que existen t,%,,...,t; € I tales que
IC U (t] - €tj, t] +€tj)-
Tomamos los abiertos Uz i) Ulzoita)s - - - s Ulzoits) de 2o en Xy formamos el

k

abierto U,, = ﬂ Utwot;,) de 2o en X. Obtenemos asi que la familia {4, | z € X }
j=1

es un recubrimiento de X del cual, por ser X compacto, se puede extraer un

subrecubrimiento finito {,,, Uy,,...,U,, }. Se sigue entonces
B »
i=1

es un abierto de X en 2; . Asique existirdun ¢ > 0 tal que

XCU;CB »n

Concluimos entonces
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XxIcUsxIC (B n yx I C A

1=1

Asi pues si H(z,t) € U. para todo (z,t) € X x I entonces H '(U.), es un
abiertode X x I en 2 x I y porlo que acabamos de demostrar existird un ¢ > 0

con U; € U tal que la aplicacién continua

;

H(C,t) si Ce X
H(C,t) = { h(C) sit=0
U H(e.t) sice2l,—o(X)yt>o0.
\ ceC
verifica que ﬁ|U5X1 c U.. O

Pudiéramos pensar que utilizando el teorema 4.2.11 de extensiéon de homo-
topia para hiperespacios y siguiendo el procedimiento de S. Mardesi¢ en [Mar.1]

se pudiera extender toda aplicacién aproximativa  f, : X — 2} = auna “sucesién

fundamental”; es decir, que existiera una aplicacién £, : 2upr — 2};71, continua tal

que F,|x = f,, yparatodo ¢ > 0 existe 6 > 0 y ny € N de manera que
Folu; ~ Foylu, en U, para todo n > ng. Siesto fuera asi, nos permitiria facili-
tar la definicién de composicion de morfismos de la forma que da J.M.R. Sanjurjo en

[Sa.3]. Desafortunadamente una de las condiciones que necesitariamos seria que

Y

para toda aplicacion continua h: X — U. C 2,

y para todo ¢ > 0 existiera una

extensién continua h : 2, — U.; pero como mostramos en el ejemplo siguiente

esto no es cierto.
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Ejemplo 4.2.12. Sea X un espacio métrico compacto con diam(X) > 0. Para

e > 0 tomamos ¢ < diam(X) y consideremos la aplicacion identidad Id : X — X C U..

X
upp

Id, tendriamos entonces que ﬁ(X ) ¢ U..

De existir una aplicacion continua Id : 2;; =~ — U, que fuese una extension de la aplicacion

Asi pues, utilizaremos la transcripcion directa, a nuestro marco, de la definicién
de composicién dada por J.M.R. Sanjurjo en [Sa.3].

Gracias al lema de aproximacion:

Lema 4.2.13. Lema de aproximacién.

Para toda funcién multivaluada semicontinua superiormente e-pequefia de un métrico
compacto en el cubo de Hilbert, existe una aplicaciéon univaluada continua definida también
del métrico compacto en el cubo de Hilbert, de tal manera que la distancia entre ellas es

menor que ¢ > 0.
J.ML.R. Sanjurjo obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.2.14. La categoria formada por la clase de los espacios métricos compactos
y las clases de homotopia de las multiredes definidas entre ellos es isomorfa a la categoria de

la forma de los métricos compactos obtenida por K. Borsuk ([Bo.6]).
Los corolarios 4.2.10 y 4.2.14 nos permiten deducir el siguiente resultado.

Corolario 4.2.15. La categoria formada por la clase de los espacios métricos compac-
tos y las clases de homotopia de las aplicaciones aproximativas en el sentido de 4.2.6, es

isomotfa a la categoria de la forma de los métricos compactos dada por K. Borsuk en [Bo.6].

Llegamos de este modo, a dar una nueva descripcién de la teoria de la forma
para que el caso métrico compacto utilizando los hiperespacios con la topologia se-
mifinita superior. Conseguimos asi, que espacios que ni siquiera son 7 sirvan para
describir la forma de los espacios métricos compactos.

El siguiente resultado es una sencilla consecuencia de los resultados hasta aqui

obtenidos y de la proposicién 3.3.9.
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Corolario 4.2.16. La descripcion de |.M.R. Sanjurjo en [Sa.3] es, en filosofia, la
misma que la dada por K. Borsuk en [Bo.6], pero sustituyendo el cubo de Hilbert como

espacio ambiente por los hiperespacios.

4.3. HIPERESPACIOS Y METRICAS NO ARQUIMEDIANAS EN ESPACIOS
DE MORFISMOS

En esta secciéon usamos los hiperespacios con la topologia semifinita superior pa-
ra reformular una métrica no arquimediana o ultramétrica en el espacio Sh(X,Y),
formado por los morfismos de la categoria de la forma entre dos espacios métricos

compactos X e Y obtenido en la primera seccién de este capitulo.
Definicién 4.3.1. C(X,2Y,).
Sean (X,d) y (Y,d) dosespacios métricos compactos, donde d, d’ representan
métricas fijas en X, Y respectivamente. De ahora en adelante consideraremos al

. . . . ., L . . . Y
espacio Y sumergido, mediante su inmersion candnica en su hiperespacio, 2, y

la base de entornos abiertos U = {U.}.~o, con U. = {C € 2Y '\ diam(C) < €}, de

upp

Y

Y en su hiperespacio 2,

Denotaremos al conjunto de todas las aplicaciones continuas entre los espacios

Xy 2¥ por C(X,27 ).

upp 7 Tupp

C(X,2Y Y={f:X — 2¥ | fescontinua }.

> “upp upp

Lema 4.3.2. el conjunto

R={e>0]| f~gen U. VfgecCX,2 )}

7 Tupp

no es vacio.
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DEMOSTRACION. Puesto que Y es un espacio métrico compacto tendrd un
didmetro finito, diam (Y) = 6. Si tomamos U. con ¢ = § + 1, tenemos enton-

cesque Usy; = 2pr; y puesto que como demostramos en la proposicién 3.3.11, el

Y

hiperespacio 2,

tiene el tipo de homotopia trivial o de un punto, se deduce en-

Y

upp  SON homotdpicas

tonces que todas las aplicaciones continuas f, g : X — 2
en Usyy = 2}, Obtenemos asi que d + 1 € R, lo que nos permite afirmar que

R + . O

Asipues, el conjunto R ={¢ >0 | f~gen U. Vfge C(X,2Y )} posee

? Tupp

infimo, lo que nos va ha permitir definir la siguiente funcién.

Definicién 4.3.3. Definimos la aplicaciéon

F: C(X,2" yxC(X,2¥ ) — R

> “upp > Tupp

(f.9) — F(f,9)-
donde F(f,g) =inf{e >0 | f~g en U.}.
Proposici6n 4.3.4. La aplicacién F : C(X,2) ) x C(X,2} ) — R verifica que:
1) F(f,g) >0 paratodo f,g e C(X,2} ).

? Tupp

2) F(f,g) = Fl(g, f) paratodo f,g € C(X,2) ).

) Tupp

3) F(f,g) <max{F(f h),F(h,g)} paratodo f,g,heC(X, 2 ).

? Tupp

DEMOSTRACION. Las demostraciones de los dos primeros apartados se si-
guen directamente de la propia definicion de la aplicacion F.
Para la demostracion del dltimo de los tres apartados denotaremos mediante

g0 = max{F(f, h),F(h,g)}. Se tiene entonces que para todo ¢ > 0

F(f,h) <ey+e y F(h,g) <eo+e,
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o lo que es lo mismo, utilizando la propia definicién de la aplicaciéon F, que para

todo € >0

f‘Uao—i-a = h‘U50+E y h|U80+E = g‘UEOJrE'

Recurriendo ahora a la propiedad transitiva de la relaciéon de homotopia, se deduce

entonces que f ~ g en U, ;. paratodo ¢ > 0 y por tanto

F(f,9) < eo = max{F(f, h), F(h,9)}
[l

Asi pues, la aplicacién F' no es una seudométrica en C(X, 251,7,), pero si nos res-
tringimos a las aplicaciones continuas cuya imagen estd contenidaen Y, C(X,Y),
entonces F es una seudométrica que ademads verifica que F(f,g) = 0 siy solo si
f y gson homotépicas en U. paratodo ¢ > 0, es decir, segin 3.3.9, F(f,g9) =0
siysolosi Sh(f) = Sh(g).

Pasamos a definir dos conceptos que seran utilizados de manera profusa a lo

largo de la presente seccion.

Definiciéon 4.3.5. F — Cauchy.
Sea f, € C(X,2),) paratodo n € N. Diremos que [ = {fu}nen C C(X,2))

? “upp ? Tupp

es una sucesion I’ — Cauchy siy solo si para todo ¢ > 0 existe ny € N tal que
F(fn, for) < € para cualesquiera n, n' > nq.

Denotaremos por FC(X,2) ) al conjunto formado por todas las sucesiones

fcce(x,2y ue son sucesiones F' — Cauchy.
L upp q

Definicién 4.3.6. F-relacion.

Sean f = {futnen, 9 = {9n}nen € FC(X, 2pr). Diremos que la sucesién f estd

F-relacionada con la sucesién g, y lo denotaremos por (f) F (g), si la sucesién

h={hy}nen C C(X,2Y ), donde para cada n € N

7 “upp
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fnt1  Sinesimpar,
gz Sines par,
es una sucesiéon F-Cauchy.

Probemos ahora el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.7. La F-relacion es una relacion de equivalencia en el conjunto FC(X, 2} ).

DEMOSTRACION. La demostracién de que la F-relacion verifica las propieda-
des reflexiva y simétrica es obvia.

Para la demostracion de la transitividad tomemos f, g y h € FC(X,2} ) tales

que (f)F(g), y (g) F(h). Esto significa que fijado un ¢ > 0 existe n;,n, € N de

manera que:

e para todo n,n’ > n; se tiene que

F(fo, fw) <e, F(fn,gn) <&,y Flgn,g9n) <e,

e para todo m, m’ > ny

F(gmagm’) <g, F(gmahm) <g, yF(hmvhm/) <E.

Tomemos ahora ny = max{n,ny}. Se sigue entonces del dltimo apartado de la

proposicion 4.3.4, que para todo n > ny

F(fn, hy) <max{F(fn,9n), F(hn,gn)} < €.

Asi pues, tenemos que para todo n > ng

F(fn, fw) <&, F(fo,hn) <ey F(hp, hy) <e.

Lo que nos permite afirmar que (f) F (k).
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]

Proposicién 4.3.8. Para todo par [ = {fu}nen, g = {fulnen € FC(X,2),) se

7 “upp

tiene que existe:

lim F(fn, gn)-

n—oo

DEMOSTRACION. Consideramos la sucesién de ntimeros reales

E = {F(fn, gn)}nen.

Asi pues, para demostrar su convergencia nos bastard con comprobar que es una
sucesion de Cauchy en R.

Dado ¢/2 > 0, teniendo en cuenta que f, g € FC(X,2} ), podemos encontrar

un ny € N de tal forma que para todo n, n’ > n, se verifique que:

F(fu, o) <€/2, F(gn,gn) < /2.

Usando la proposiciéon 4.3.4 se obtiene:

F(fn, 9n) <max{F(fn,gn), F (g, 9n)} <
max{ max{F (fn, fu'), F(furs gn)) }, F(gnrs gn)} <
max{F(fu, fur), F(frsgn), F(gn,9n)} <

F(fn7fn’)+F(fn’agn’)+F(gn’7gn)

Asi pues, para todo n, n’ > ny se cumple:

F(f?%gn) _F<fn’7gn’> S F(fn7fn’) +F<gn’7gn) S £.
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Por otro lado utilizando de nuevo la proposicién 4.3.4, tenemos

F(fn’agn’) SmaX{F(fnvfn’)aF(fnagn’)} S
max{maX{F(fnafn’)aF(fnagn)}7F(gn’7gn>} <

F(fn’afn) +F(fn7gn)+F(gn’7gn)

resultando

F(fn’7gn/) - F(fnagn) S F(fnafn’) ‘I'F(gn’agn) S €.

Obtenemos asi que dado ¢ > 0 existe ny € N tal que si n, n’ > ny, entonces se

cumple que F(fy,gn) — F(fu,gn) <€y F(fus9w) — F(fn, 9n) < &, es decir,

\F(fas Gn) — F(fars gu)| < e

Llegamos de este modo a comprobar que la sucesion {F(f,, gn) }nen de nimeros

reales es una sucesion de Cauchy y por lo tanto convergente en R. O

La existencia de dicho limite nos va a permitir definir una distancia en el conjun-
to que presentamos a continuacién y mds adelante, una ultramétrica en el conjunto
Sh(X,Y) de los morfismos de la forma representados por las clases de homotopia

de las aplicaciones aproximativas en el sentido de 4.2.6.
Definicién 4.3.9. Consideremos el conjunto de las sucesiones f € FC(X,2) )

y la F-relacién de equivalencia. Dicha relacién divide al conjunto FC(X,2} ) en

clases de equivalencia.
Al conjunto cociente que obtenemos mediante esta relacién lo escribiremos como
FC(X,2),,)/F yasus clases de equivalencia por [o] € FC(X, 2} )/F.

Asi pues por [a] entenderemos la clase de equivalencia formada por una

sucesion f € FC(X,2) ) y todas las sucesiones f' € FC(X,2) ) tales que
(f) F ()
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Definicién 4.3.10. Definimos en el conjunto (FC(X,2Y )/F)x(FC(X,2Y )/F)

? Tupp ? Tupp
la siguiente aplicacién

D: (FO(X,2Y )/F) x (FC(X,2Y /F) —s R

) “upp 7 Tupp

([a], 1))  — D([a], [6]) = limy .o F'(fn, gn)

donde f = {fu}nen, ¥ g = {9n}nen son dos sucesiones pertenecientes a FC'(X, 2pr),

representantes de las clases de equivalencia [o] y [3] respectivamente.
De este modo obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.11. La aplicacion

D:(FO(X,2Y V/F)x (FC(X,2" )/F) — R

7 Tupp ? Tupp

es una métrica completa no arquimediana, es decir, una ultramétrica para el conjunto co-

ciente (FC(X,2Y )/F).

? Tupp

DEMOSTRACION. Lo primero que necesitamos comprobar es que la aplicacién

D esta bien definida, es decir, que su definicién no depende del representante de la
clase elegido.

Para ello, tomemos f = {fn}nen, = {f] }nen, g= {gn}nen, g = {4}, }nen con

£ g ¢ € FCOKX, 2{”) tales que f, f’ sean representantes de la clase [a] y

g, g sean representantes de la clase [3]; es decir, (f) F (f') y (g9) F (¢).

De las propiedades de la aplicaciéon F se sigue que para todo n € N:

1) F(fn,gn) <max{F(fn, f,), F(fr,9n)} <
max{max{F(fn, 1), F'(f}, 9,)}, F(, )} <

F(fp, fo) + F(fr,9n) + F(gn, 9n)-
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2) F(f), 9,) <max{F(gn, f1), F(gn:g,)} <
max{max{F (fn, /1), F(fn,9n)}s F (9., gn)} <

F(fo fo) + F(fo, 9n) + F (g, gn)-
Si aplicamos ahora el limite a ambos lados de cada una de las desigualdades

obtenidasen 1) y 2) y ademas, utilizamos el hecho de que

lim F(f., f.)=0 y lim F(g,,q,) =0,

n—oo n—oo

llegamos a:

o lim, oo F(frn,9n) <lim, .o F(f,q,).

De donde concluimos

lim F(fn, gn) = lim F(f;,g,)-

n—oo

En consecuencia, la aplicacién D estd bien definida como queriamos.
Con vistas a probar que la aplicacion D cumple las condiciones necesarias y
suficientes para ser una métrica no arquimediana, debemos comprobar que para

todo [a], [B] € (FC(X,2Y )/F) la aplicacion

D: (FC(X,2),)/F)x (FC(X,2,,)/F) — R

> Tupp

verifica las siguientes propiedades

< ma X{D([O&], [6])77)([6]7 [’V])}

1) D([ed, [6]) 2 0
2) D([al, [A)) =0 <= [a] = [f]
3) D([a], [8]) = D([4], [o])

([ad, 7))

4) D([a], [v]
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Como F(f,g) =inf{e >0 | f~g en U.} setiene entonces que F(f,g) >0y
que F(f,g9) = F(g, f). por tanto, se verifica la primera y tercera propiedad.

En la segunda propiedad, si suponemos que [a] = [] entonces es también con-
secuencia directa de la definicién de F que D([a], [5]) = 0. Para la demostracién de
la otra implicacion supongamos que D([a], [#]) = 0 por tanto dadas f = {f, }nen,
g = {gn}tnen € FC(X,2},,), dos representantes cualesquiera de las clases [a] y

[3] respectivamente, se tiene que lim,,_.o F'(f,,g,) = 0 de donde se deduce que la

sucesion h = {hy}nen C C(X,2),)) con

fnt1  Sinesimpar,
hy, = ’

gz Sines par,

es una sucesion F' — Cauchy, esdecir, (f) F (g) y por tanto [a] = [3].
Para demostrar la tltima propiedad, basta con elegir f = {f.}nen, 9 = {gn}nen,

h = {hp}nen, con f, 9, heFC (X, 2pr), representantes cualesquiera de las clases

o], [Bly [h] € (FC(X,2Y )/F) respectivamente, y aplicar el limite a ambos lados

7 Tupp

de la siguiente desigualdad

F(fnagn) < maX{F(fmhn)aF(hnagn)}'

Hemos demostrado asi que la aplicacién D es una métrica para el conjunto co-

ciente (FC(X,2),,)/F). Solo nos resta por comprobar que dicha métrica es com-

pleta; es decir, cualquier sucesiéon [o'], [@?], [a?],...,[a@™],... que tomemos en el

conjunto cociente (FC(X,2) )/F), siesde Cauchy, es convergente en él.

Comencemos tomando un representante de cada clase de equivalencia al que
denotaremos por f™ € [a™], donde f™ = {fi™, f.", fs", ..., fu"",...}. Pues-

to que f™ € FC(X,2),) tenemos que dado ¢/3 > 0 existe n,, € N tal que

F(f™, fu,,™) < e/3.
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Definamos ahora la siguiente sucesién en C(X,2) ), elegimos en cada sucesion

representante f™, el término f,,,". Obtenemos de esta manera la sucesion

1 2 3
{fn1 ) fnz ) fng 7"'afn7nma"'}'

Veamos que dicha sucesién es una sucesion F' — Cauchy. Puesto que la sucesion

[a] = {[a"]}nen es una sucesion de Cauchy en el conjunto cociente (FC(X,2) )/F)

se tiene entonces que para todo ¢/3 > 0 existe un m(/3 € N tal que para todo

P, ¢ > M3 se verifica que:

D([o). o)) = lim P 7)< /3

De donde se deduce que existe k3 € N tal que F(f,"”, fi"™*) < ¢/3 para todo

k > k(3. Asipues, sitomamos k > max{m,,mq, k/3)} se sigue que

F(fu,?s fmg?) <max{F(fn,”, k"), F(f&?, fm,")} <
maX{maX{F(fmpp7fkp)7F(f/€p7fkq)}7F(fkqafmqq)} S

E(fm,s 167) + F (" f6®) + F(fi?s ") < e

Dado quelasucesién {fi', f2°, ..., f"", ...} es F—Cauchy enelespacio C(X,2Y ),

7 Tupp

existird una clase de equivalencia (] € (FC(X,2},,)/F) ala que pertenecera dicha

sucesion. Esto nos lleva a poder decir que

D([am]> [ﬁ]) = lim F(fnmafnmm) = 0.

n—oo

por tanto la sucesion [a], [@?], [@®],..., [@™],... esun sucesién convergente en

(FC(X,2Y )/F).

7 Tupp

Queda asi demostrado que D es una métrica completaen (FC(X,2} )/F). O
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La siguiente proposicién nos va a servir para conectar los resultados obtenidos en

esta seccidn con la teoria de la forma.

Proposicion 4.3.12. Sean (X,d)y (Y,d') espacios métricos compactos.
a) Una sucesién {f,} C C(X,2} ) es una sucesion F — Cauchy si y solo si es una
aplicacién aproximativa (en el sentido definido en 4.2.6).
b) Dos sucesiones F—Cauchy : {fn}, {gn} C C(X,2}),,) estin F—relacionadassiy
solo si son aplicaciones aproximativas homotopicas (en el sentido que se dio en la proposicion

4.2.8).

Como se prob¢ en la primera seccién, las clases de homotopia de las aplicaciones
aproximativas, con la definicién dada en 4.2.6, se pueden usar para representar los
morfismos de la forma en el caso de los espacios métricos compactos, Sh(X,Y);
también las clases de equivalencia de las sucesiones F — Cauchy : {f.}, {9.} C
C(X,2),) queson F-relacionadas sirve para representar dichos morfismos.

Alcanzamos asi el siguiente teorema.

Teorema 4.3.13. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos compactos. Consideremos

Y

a Y sumergidoen 2,

y Sh(X,Y) el conjunto de los morfismos de la forma entre X
e Y. Elijamos f = {f}nen, g = {9}nen € FC(X,2),)) representantes de los morfismos

7 Tupp
a, € ShX,Y). Definimos la aplicacion:
D :Sh(X,Y)x Sh(X,Y) — R
(,0) — D(a, B)
donde
D(a, ) = lim F(fs, ).
Entonces (Sh(X,Y),D) es un espacio métrico completo no Arquimediano.

Todavia podemos sacar mads beneficios a la aplicaciéon D, pero primero necesi-

tamos comprobar la siguiente proposicion.
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Proposicion 4.3.14. Sean (X.d) y (Y,p) espacios métricos compactos. Suponga-

Y
upp

mos f, g: X — 2, son dos aplicaciones continuas tales que sup {p(f(x),g(x))} <e,

entonces existe una homotopia H : X x [ — U, entre f y g.

DEMOSTRACION. Sea H : X x I — U, definida por :

f(z) si0<t<1/2
H(z,t) =< f(zx)Ug(z) sit=1/2

g(x) si 1/2>1t<1.

Observar que H(z,t) € U. paratodo (z,t) € X x [ yparatodo ¢ >0 ya que
sup p(f(z),9(x)) <e.

Puesto que podemos escribir el espacio X x I como la unién de los cerrados
X x[0,1/2] y X x[1/2, 1], bastara para demostrar la continuidad de la aplica-

cion H: X x I — 2Y

uppr CON demostrar:

e H restringidaa X x [0,1/2] es continua.

e H restringidaa X x [1/2,1] es continua.

(x,t) € X x [0,1/2].

Si (z,t) € X x[0,1/2] con t < 1/2 tenemos entonces que H(z,t) = f(x).

Puesto que f es una aplicacién continua, se sigue entonces que para todo entorno

Y

.ppr €Xiste V' entorno abierto de z

abierto By del punto f(z) en el hiperespacio 2
en el espacio X cumpliéndose que f(V) C By.

Asi que podemos decir que para cualquier By entorno abierto del punto f(x)
en el hiperespacio 2} ., existe V x [0,1/2) entorno abierto de (x,t) en el espacio

X % [0,1/2] verificando la condicién de continuidad:

H(V x[0,1/2)) C By.
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Si tomamos el punto (z,1/2) en este caso tenemos que H(z,1/2) = f(z) U g(z).

Y

Tomemos By un entorno abierto del punto f(r) U g(z) en el hiperespacio 2,,,.

Se tiene entonces que f(z) € By y g(z) € By. Esto nos lleva a poder decir que
existen dos abiertos V' y V'’ del punto x en el espacio X talesque f(V)C By y
g(V') C By.

Teniendo en cuenta que V NV’ es obviamente un abierto del punto z en el
espacio X, sesigue que el conjunto (VNV’')x(1/2—¢,1/2] con € > 0 es un abierto
del punto (x,1/2) enelespacio X x [0, 1/2]. Sea (2/,t) € (VNV') x(1/2—¢,1/2]
se tiene entonces que:

e Si t' < 1/2 entonces H(z',t') = f(2') y puesto que 2’ € V, se sigue que

f(z") € By. Obtenemos asi que H(z',t') C By.

e Sit'=1/2 entonces H(z',t') = f(2')U g(2') ycomo 2z’ € VN V' obtenemos

que f(2') C Byy g(2') C By ypor tanto H(z/,t') C By.

(x,t) € X x [1/2, 1].

Si (z,t) € X x[1/2, 1] con ¢t > 1/2 entonces, se sigue que H(xz,t) = g(x). Para

Y

uppr €Xiste V' entorno

cada By entorno abierto del punto g(z) en el hiperespacio 2
abierto del punto (z,t) en el espacio X tal que ¢(V) C By, porser g continua.
Obtenemos asi que el abierto V' x (1/2,1] del punto (z,t) en el espacio producto

X x [1/2, 1] cumple:

H(V x (1/2,1]) € By.

Si tomamos el punto (z,1/2) se tiene entonces que H(z,1/2) = f(z) U g(z).

Y

upp O€ tiene

Sea By un entorno abierto del punto f(x)U g(x) en el hiperespacio 2
entonces que f(x) € By y g(x) € By.
Esto nos lleva a poder decir que existen dos abiertos V' y V' del punto (z,1/2)

en el espacio X, de tal forma que f(V) C By y g(V') C By.
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Teniendo en cuenta que V NV’ es obviamente un abierto del punto z en el
espacio X, sesigue que el conjunto (VNV')x[1/2,1/24+¢) con ¢ > 0 es un abierto
del punto (z,1/2) enelespacio X x [1/2, 1]. Sea (z/,t) € (VNV')x[1/2,1/2+¢),
se tiene entonces que

e Sit'e(1/2,1/2+¢) entonces H(z',t') = g(2’) ycomo 2’ € V, se sigue que

g(2") C By. Obtenemos asi que H(z',t') C By.

e Sit'=1/2 entonces H(z',1/2) = f(2')Ug(2’) ycomo 2z’ € VNV’ deducimos

que f(z') C Byy g(z') C By y por tanto, H(z',t') C By.

Puesto que la aplicacion H es continua, H(x,0) = f(z) y H(z,1) = g(x), se
tiene entonces que la aplicacion H es ademds una homotopia entre f y g, y por
tanto, que las aplicaciones f y g son homotépicas.

Ademas es facil ver que

Supgeery (dim(H (z,t))) = d(f, ),

donde dim(H(z,t)) denota el didmetro de H(z,t).

Recordamos ahora la siguiente definicion.

Definicién 4.3.15. Sean (X.,d) y (Y,p) espacios métricos compactos. Con-
sideremos en el espacio C(X,Y) = {f : X — Y | f continua} la siguiente
distancia:

d C(X,Y)xC(X,Y) — R
(frg9) — d'(f.9).

Con

d'(f,9) = max{p(f(z), g(x)) | Vre X}

Se tiene entonces
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Proposicién 4.3.16. La aplicacion
S :C(X,Y) — Sh(X,Y)
fo— [f]

es uniformemente continua, siendo [f] el morfismo de la forma generado por la aplicacion

f (si consideramos las métricas dy p).

DEMOSTRACION. Sean f, g € C(X,Y) dos funciones cualesquiera tales que
d'(f,g) <e, esdecir, p(f(z),g(z)) < e paratodo = € X. Asipues, dela proposicién
4.3.14, obtenemos que existe una homotopia H : X x I — U, entre f y g. De
donde se deduce que D(g.[f]) <& lo que nos lleva a que la aplicaciéon S es

uniformemente continua como desedbamos. ]

Esta tltima proposicion puede ser utilizada para estudiar propiedades de cone-

xioén en el espacio C(X,Y).

4.4. CASO DE ESPACIOS METRICOS COMPACTOS LOCALMENTE
CONEXOS: LA METRICA DE HAUSDORFF

Usando también los hiperespacios pero ahora con la topologia generada a partir
de la métrica de Hausdorff y el Teorema de hiperespacios de Curtis-Schori-West, conse-
guimos desarrollar una nueva descripcion de la teoria de la forma para el caso de los
espacios métricos compactos conexos y localmente conexos; es decir, para los espa-
cios continuos de Peano. La descripciéon que obtenemos, ademas de ser intrinseca,
es mas fuerte que la alcanzada para este caso por ]J. M. R. Sanjurjo en [Sa.3], puesto
que aunque también utilizamos las funciones multivaluadas para describir la for-
ma en nuestro caso, no solo serdn semicontinuas superiormente sino que ademas lo
serdn inferiormente. Extenderemos después esta descripcion al caso mas general de

espacios métricos compactos y localmente conexos (no necesariamente conexos).
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Asi pues, comenzamos proporcionando la definicién de hiperespacios con la to-

pologia inducida por la métrica de Hausdorff.

Definicién 4.4.1. Distancia de Hausdorff.

Sea (X,d) un espacio métrico compactoy 2% = {C' C X | C cerrado no vacio}
su hiperespacio. Dado ¢ > 0 y C € 2% llamamos bola de centro C'y radio ¢ > 0
al conjunto By(C,e) ={r e X | 3ce C, talqued(z,c) < e}.

Sean C, D € 2% entonces definimos la distancia Hausdorff entre C'y D por

Hd(C7D) = inf{e >0 | C C Bd(D7€> y D C Bd(C', 6)}

Observar que si tomamos C' = {z} € 2%, entonces labola By({z},¢) esigual a
labola B.(z) en X.

Nota. La distancia Hausdorff también se puede definir como

Hy(C, D) = max{supd(c, D), supd(d,C)}.
celC deD

Es facil constatar que H, es una funcién del producto cartesiano 2% x 2% en el
conjunto los ntiimeros reales no negativos. De hecho es facil comprobar (ver [V.1],
[N.1] o [Ku.2] ) que H; es una métrica en 2% inducida por la distancia d del

espacio (X,d), ala cual nos referiremos como métrica de Hausdorff.

Definicion 4.4.2. El hiperespacio 2.

Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Por 2% entenderemos el hiperespacio 2%
dotado de la topologia generada a partir de la métrica de Hausdorff. Esta topologia

tiene como base a la familia D = {{By(C,¢)}cecax}eso donde

Bu(C,e) = {D € 2% | Hy(C,D) < &}.

Puesto que X es compacto, se tiene que 27 es compacto y ademds se tiene:

Proposicion 4.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces
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e X es conexo siy solo si 23 es conexo.

e X es localmente conexo si y solo si 23 es localmente conexo.

Para las demostraciones de estos resultados, asi como para obtener mayor infor-
macion acerca de los hiperespacio 27, se pueden consultar los libros de S.B. Nadler
[N.1], J. Van Mill [V.1] o K. Kuratowski [Ku.2].

Para llevar a cabo nuestros propésitos, como ya comentamos al inicio de la sec-
cién, vamos a utilizar uno de los teoremas mdas importantes sobre estructura to-
polégica de los hiperespacios con la métrica de Hausdorff que establecieron D. W.
Curtis y R. M. Schori en [Cur-Scho.1], a partir del articulo de R. M. Schori y J. E.

West [Scho-We.1], y que recordamos a continuacion.

Teorema 4.4.4. Teorema de hiperespacios de Curtis-Schori-West.

Sea X es un continuo métrico no degenerado entonces son equivalentes:

e X es un continuo de Peano

e 2% es homeomorfo al cubo de Hilbert

También necesitamos definir la inmersién canénica del espacio X en su hiperes-
pacio 2%. Se hara de modo anédlogo a como se hizo en el primer capitulo en 1.2.8,
y se representard a esta inmersién con el mismo simbolo que usamos en el primer

capitulo.

Definicion 4.4.5. Aplicacién canénica.

Dado (X, d) espacio métrico compacto, llamaremos aplicacién candnica o inmersién

candnica a la aplicacion

o X — 2§
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Proposicion 4.4.6. La inmersion candnica :

d:X — 2%
es un homeomorfismo sobre ®(X).

Por dltimo, para obtener una mejor representacion de los morfismos de la forma
en el caso localmente conexo, necesitamos una base de entornos de X en 2% que
obtenemos en la siguiente proposicién y que es un resultado similar al conseguido

en la proposicién 3.2.4.

Proposicion 4.4.7. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Identifiquemos me-
diante la inmersién canénica ® : X — 2%, al espacio X con su copia ®(X). Dado

e > 0, se define el siguiente conjunto:

U.={C €2} | diam(C) < &}.

Se tiene entonces que la familia de abiertos U = {U.}.~o es una base de entornos de X
en 2%. En particular la familia {U, /nnen serd una base numerable de entornos abiertos

de X en 23.

DEMOSTRACION. Llevaremos a cabo la demostracién de manera similar a co-
mo lo hicimos en 3.2.4. Primero comprobaremos que U. es un abierto de 23 para
cualquier € > 0 y después probaremos que para todo U, entorno abierto de X en

24, existe € > 0 tal que

¢(X)cCcU.CU.

Como diam ({z}) = 0 paratodo {z} € ®(X), esobvio entonces que ®(X) C U.
para cualquiera que sea ¢ > 0. Pasemos pues a verificar que U. es un abierto de

2;; paratodo ¢ > 0.
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Sea C € U, con diam(C) = r < ¢, y tomemos en 2% labola By(C,d),
donde 6 = (¢ —r)/2. Se sigue entonces que para todo D € By(C,¢) se tiene que
H,(C,D) < 6, enparticular, para todo punto p € D se verifica que existe un punto
pe € C tal que d(p,p.) < 0.

Asi pues, dados dos puntos p, p’ € D, existen p.,p. € C tales que d(p,p.) < ¢

y d(p',p.) <6, lo que nos permite acotar la distancia para todo p,p’ € D:

d(p,p') < d(p,pe) + d(pe,p.,) +d(pL,p') <

<(e=-m)2+(—r)24+r=(—r)+r=c.

Obtenemos asi que diam(D) < e paratodo D € By(C,§) y por tanto D € U..
Resumiendo tenemos que para cualquiera que sea C € U., con diam(C) =r,

existe un abierto basico By (C, (s —r)/2) de X en 23 tal que

C € Bu(C, (s —71)/2) C U..

Después de lo cual, podemos asegurar que U. es un abierto de 277 como
queriamos.

Para la segunda parte de la demostracion tomamos U abierto X en 2¥. Para
cada z € X elegimos un ¢, > 0 de tal forma que el abierto By({z},c,) de z en

2,y verifica que By ({z},e,) C U; se sigue entonces que la familia:

D = {BH({I}, 5x)}}m€X7

es un recubrimiento de X por abiertos de 27;. Porser X es un espacio compacto
existe un ntimero positivo 3, que es el nimero de Lebesgue del recubrimiento D,
con la propiedad de que dado = € X labola By({z},3) estd contenida en al menos
un elemento del recubrimiento D, es decir, existe al menos un 2’ € X tal que la

bola By({z'},e,) € D cumple que:
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By({z},8) € Bu({a'},exr) CU.

Si tomamos el abierto U/, € U = {U.}.>0, se tiene entonces de la propia defini-
cion de U/, que paratodo C € Ug), se verifica que C € By({c},3/2) para todo
ceC.

Ademas puesto que ¢ € C' C X, por lo expuesto anteriormente, existird un
punto z. € X y By({z.},cs,) € D talque By ({c},5/2) C Buy({z.},€s,). Llegamos

asia que paracada C € Ug/y se cumple

Ce BH({C/},ﬁ/Q) C BH(ZE;,&;/) cU.

X

Es decir, para cada abierto U de X en 2

existe un abierto U, U tal que

X C Ugj, C U lo que concluye la demostracion. O

Con todos estos resultados estamos ya en disposicién de obtener una nueva des-
cripcién intrinseca de la teorfa de la forma para el caso de espacios métricos com-
pactos conexos y localmente conexos.

El Teorema de hiperespacios de Curtis-Schori-West, 4.4.4, nos permite definir las
aplicaciones aproximativas en el sentido de K. Borsuk en [Bo.6] para el caso de los
espacios métricos compactos conexos y localmente conexos, de la siguiente manera:

“Si X e Y son dos continuos de Peano no degenerados entonces una aplicacién
aproximativa de X en Y esuna familia f = {f,},cy, donde f,: X — 2}, son
aplicaciones continuas univaluadas para todo n € N, tal que para todo U abierto
de Y en 2} existe un ny € N de manera que f, es homotépicaa f,.1 en U,
fnlU =~ fni1|U, paratodo n > ny.”

Utilizando las dos siguientes proposiciones.

Proposicién 4.4.8. ( [N.1] ) La topologia de Vietoris o topologia finita coincide en
2% con la topologia generada a partir de la métrica de Hausdorff, cuando el espacio X es un

espacio métrico compacto.



4.4. CASO DE ESPACIOS METRICOS COMPACTOS LOCALMENTE CONEXOS 135

Proposicion 4.4.9. ( [Mi.1] ) Toda funciéon F que asigna a cada punto x de un
espacio topolégico X un subespacio cerrado no vacio F(x) de un espacio topolégico Y, es
una funcion continua del espacio X en 2¥ con la topologia de Vietoris si y solo si la funcion

multivaluada F : X — Y es semicontinua superior e inferiormente.
Obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.4.10. Sean X, Y dos continuos de Peano. Una funcion multivalua-
da F: X — Y es semicontinua superior e inferiormente si y solo si la funcion univaluada

f: X — 2Y, definida por f(x)= F(x) paratodo x € X, es continua.

Ademas se tiene la siguiente relacion entre las multiredes y las aplicaciones apro-

ximativas.

Proposicion 4.4.11. Una sucesion F = {F,},en (donde F, : X — Y son
funciones multivaluadas semicontinuas superior e inferiormente) es una multired si y solo
si la sucesion f = {fn}nen (donde f, : X — 2} son funciones continuas univaluadas

y fn=F, paratodo n € N) es una aplicacion aproximativa en el sentido de K. Borsuk.

DEMOSTRACION. La demostraciéon de esta proposicion es exactamente igual
que la demostracién de la proposicién 4.2.7 solo que cambiando 2;  por 23 y

U.={Ce€2¥ | diam(C) < e} por U. ={C € 2% | diam(C) < }. O

upp

De donde se deduce el corolario:

Corolario 4.4.12. Para la clase de los espacios métricos compactos conexos y local-
mente conexos, obtenemos una nueva descripcion intrinseca de la teoria de la forma usando
para definir las multiredes entre ellos funciones multivaluadas semicontinuas superiormente

e inferiormente.

Conseguimos asi una descripcién més fuerte, en el caso de los espacios continuos

de Peano, que la obtenida por ].M.R. Sanjurjo en [Sa.3].
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Extendemos ahora nuestro resultado a espacios métricos compactos localmente

conexos (no necesariamente conexos).

Teorema 4.4.13. Para la clase de los espacios métricos compactos y localmente cone-
xos, encontramos una descripcion intrinseca de la teoria de la forma usando para definir las

multiredes entre ellos, funciones multivaluadas semicontinuas superior e inferiormente.

DEMOSTRACION. Sea (X,d) un espacio métrico compacto localmente cone-
x0. Denotaremos por X el conjunto de todas las componentes conexas de X. Por
ser X un espacio compacto y localmente conexo, existirdn una cantidad finita de
componentes conexas Xi, Xo,...,X,, talque X =2, X;.

También del hecho de ser X un espacio compacto y localmente conexo, obtene-
mos que 23 compacto y localmente conexo y por tanto, 275 tiene una cantidad finita
de componentes conexas. Puesto que 25 D 2% @ 2%2 @ ... 2%, es facil detectar
que las componentes conexas de 2;; que cortan a la copia canénica de X son exac-
tamente 2X1®2%2@ ... 2%, Setiene entonces que X C 2X1 @22 ... 250 C 2%,

Salvo en el caso de que la componente conexa sea un punto, el hiperespacio de

cada componente X; paratodo ¢ =1,...,ng, porser X; compacta conexa y lo-

calmente conexa, es homeomorfo al cubo de Hilbert; esto es, 27 ~ Q para todo
no

i =1,...,n. Setiene por tanto, que el espacio @ 2% es un ANR donde el espacio
=1

X esta sumergido como cerrado. Las aplicaciones aproximativas se definen ahora

entre espacios métricos compactos localmente conexos que podemos considerar su-

no
mergidos en el ANR EB 2X1 con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff.

1=1
no

Ademas, como @ 257 es un abierto de 2% que contiene a la copia canénica
i=1

de X, se sigue que existe g, > 0 tal que para toda aplicaciéon f : ¥ — 2%

con diam (f(Y)) < &, se tiene que f(V) C @I, 25'. Asi pues, podemos con-

siderar que las aplicaciones aproximativas serdn de la forma [ = {fn}nen, con
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no
fo:Y — X C @ 2%' paratodo n € N. De este modo, usando las proposiciones
4410 y 4.4.11i:2)btenemos que las multiredes en el caso de los espacios métricos
compactos localmente conexos, se pueden definir utilizando funciones multivalua-
das que son a la vez semicontinuas superior e inferiormente.

O

Uno de los resultados més importantes en teoria de la forma es el obtenido por T.
A. Chapman en [Chap.1] en el que el autor demuestra que la forma de un espacio
métrico compacto, sumergido como Z-conjunto, depende y determina el tipo de

homeomorfismos de su complementario en el cubo de Hilbert.

Teorema 4.4.14. Teorema de complementarios de Chapman.

Sean X, Y dos espacios métricos compactos sumergidos como Z-conjuntos en el cubo de
Hilbert (), entonces X e Y tienen la misma forma si y solo si sus complementarios en el

cubo de Hilbert () — X y QQ —Y son homeomorfos.

Teniendo en cuenta la siguiente proposicion 4.4.15, que podemos encontrar
enunciada y demostrada por ejemplo en [V.1], y el Teorema de hiperespacios de Curtis-
Schori-West, 4.4.4, obtenemos en el teorema 4.4.16 una transcripcion del teorema
de complementarios de Chapman para el caso de los espacios continuos de Peano no

degenerados.

Proposicién 4.4.15. Si X es un continuo de Peano no degenerado entonces se tiene
que su inmersion canénica ®(X) es un Z-conjunto en el hiperespacio 23 que es un cubo

de Hilbert.

Teorema 4.4.16. Sean X, Y dos continuos de Peano no degenerados entonces X
e Y tienen la misma forma si y solo si su complementarios 2% — X y 2%, —Y son

homeomorfos.

DEMOSTRACION. Puesto que X e Y son dos continuos de Peano no dege-

nerados del Teorema de hiperespacios de Curtis-Schori-West, 4.4.4, obtenemos que
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existen dos homeomorfismos h : 2% — Q y k' : 25, — Q. Asi pues, tenemos
que hlyx_x 25— X — Q—h(X) y Wy : 2 —Y — Q — I'(Y) son también
homeomorfismos. Ademds de la proposicion 4.4.15, se sigue que h(X) y h/(Y)
son Z-conjuntos en el cubo de Hilbert.

Por tanto si suponemos que X e Y son dos continuos de Peano no degenera-
dos que tienen la misma forma, de la proposiciéon 4.4.15 y del teorema de Chapman,
4.4.14, sesigue que @ — h(X) y @ — I (Y) son homeomorfos y por tanto, que
24 — X y 2¥ — Y son homeomorfos como queriamos.

Sisuponemos que X e Y son dos continuos de Peano no degenerados tales que
24— X y 28 —Y son homeomorfos, se sigue entonces que Q—h(X) y Q—Hh (Y) son
homeomorfos; y puesto que h(X) y h'(X) son Z-conjunto en el cubo de Hilbert,
del teorema de Chapman, 4.4.14, se obtiene que h(X) y A/(Y) tienen las misma

forma y por tanto, también X e Y como queriamos demostrar. O

Si X e Y son dos espacios métricos compactosy f: X — Y esuna funcién
continua podemos entonces, de igual modo que hicimos en el primer capitulo con
la topologia semifinita superior en 1.4.1, definir una funcién 2f . 2)I§ — 22 entre

sus hiperespacios con la topologia generada a partir de la métrica de Hausdorff por:

2f 2% — 2y
C— 2/(C)=f(C).

La ventaja en este caso es que f(C) es siempre cerrado, hecho que junto a la
observacion de que la métrica Hausdorff restringida a X coincide con la métrica de
X nos lleva a poder asegurar que 2/ es una aplicacién continua.

Dados X, Y espacios métricos compactos es obvio que si X es homeomorfo
a Y entonces, se tiene que 2% — X es uniformemente homeomorfo a 2}, — Y.
(De aqui y en todo lo que resta uniformemente homeomorfo significa que existe
un homeomorfismo uniforme respecto a las métricas tal que su inversa es también

uniforme).
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Si 27 es homeomorfo a 2¥ en general no es cierto que X e Y sean ho-
meomorfos como se obtiene del Teorema de hiperespacios de Curtis-Schori-West, 4.4.4.
(Pelczynski en [Pelc.1] proporciona un contraejemplo).

Puesto que si X es un continuo de Peano no degenerado entonces 23 — X es
denso en 27, en el siguiente teorema se demuestra que en el caso de los continuos
de Peano la estructura uniforme del complementario del espacio en su hiperespacio

con la métrica heredada, depende y determina la estructura topoldgica del espacio.

Teorema 4.4.17. Sean (X,d), (Y,d') dos continuos de Peano no degenerados. En-
tonces X e Y son homeomorfos si y solosi (25 — X,|u,) y (25, —Y,|u,) son unifor-
memente homeomorfos, donde |p, y |u, representan las métricas de Hausdorff de 23 y

2}, respectivamente restringidas a sus complementarios 235 — X y 25, — Y.

DEMOSTRACION. Comenzamos suponiendo que existe h : X — Y homeo-
morfismo y por tanto, la aplicacion 2" : 23% — 2}, serd también un homeomorfis-
mo. Puesto que (25, H,;) y (2}, Hy) son métricos compactos, se sigue entonces
que 2" es un homeomorfismo uniforme. Asi pues, como h(X) =Y, se tiene en-
tonces que 2"[5x_x : 2 — X — 2 — Y es un homeomorfismo uniforme respecto
alas métricas H; y Hy restringidasa 23 — X y 25, — Y.

En el otro sentido, supongamos que existe h : 2% — X — 2¥ — Y homeo-
morfismo uniforme. Puesto que tanto (23, H;) como (2¥, Hy) son la complecion
métrica de (23 — X, |n,) ¥ (2 —Y.|u,) respectivamente, se tiene entonces que
tanto h como h~! admiten una extension continua a los totales: 7 : 28 — 2¥,
Al 2y — 2%,

Como

(ho hfl)’zg—y = [dbg—y y (h=to h)’zg—x = Id|2§—x»

se sigue entonces que las dos aplicaciones coinciden en el total, es decir:
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/HOE_\l:]db}I} y Ezoﬁ:[db)é.

Obtenemos asi que h es un homeomorfismo tal que ng _x = h y por tanto,

h(X)CYy E—\l(Y) C X, dedonde se deduce que X e Y son homeomorfos como

queriamos. O

Observacion 4.4.18. En vista de lo anterior uno pude observar que en algtn
sentido la diferencia entre la clasificacion topoldgica y la clasificacion por la forma,
en el caso (no degenerado) de los espacios continuos de Peano viene a ser como la

diferencia entre continuidad y continuidad uniforme.

Nos preguntamos ahora que ocurre si en el teorema 4.4.17 no se impone que los
espacios sean continuos de Peano. La respuesta la obtenemos en el teorema 4.4.22
pero antes daremos unas proposiciones previas que nos seran necesarias para su
demostracion.

Observar que por ser los espacios con los que estamos trabajando métricos com-
pactos, si un cerrado estd formado por puntos aislados entonces tiene una cantidad
finita de puntos aislados.

La demostracién de las siguientes proposiciones, 4.4.19, 4.4.20 se puede ver en

el articulo de A. Pelczynski [Pelc.1].

Proposicion 4.4.19. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces C € 2% es un
punto aislado de 235 si y solo si todos los puntos de C' son puntos aislados de X, es decir,

C' es una union finita de puntos aislados de X.

Proposicion 4.4.20. Sean (X,d) y (Y,d') espacios infinitos métricos compactos,
sean Xy e Yy los conjuntos de los puntos aislados de X e Y, respectivamente. Su-
pongamos que X, es densoen X y Yy esdensoen Y. Entonces todo homeomorfismo

h:X — Xy — Y =Y, puede extenderse a un homeomorfismo de X en Y.
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Proposicion 4.4.21. Sea (X, d) un espacio métrico compacto no degenerado. Enton-

ces X no tiene puntos aislados si y solo si 2% — X es denso en 2.

DEMOSTRACION. Comenzamos suponiendo que X no tienen puntos aisla-
dos.
Sea C un cerrado de X y por tanto, también compacto con més de un pun-

to. Dado ¢ > 0, la familia H = {U By({z},¢)} forma un recubrimiento abierto de

xeC
C en X, en particular, si tomamos ¢, = 1/n la familia H,, = {U By({z},1/n)}
xeC
forma un recubrimiento abierto de C' en X, del cual podemos extraer un subrecu-
brimiento finito. Esto es, existen x7,z2%,...,2;, € C tales que

Cc Lj By({z}},1/n).

Asi pues, para cada n € N denotaremos por C,, = {z], 25,25 ... 2}, } alcon-

junto de puntos de C' tales que H, = { U By({z},1/n)} es un subrecubrimiento

zeCl,
finito del recubrimiento H,,, esto es:

¢ c |J Ba{z},1/n) c | Ba{z}. 1/n).

zeClhp zeC

Para todo n € N se tiene entonces

C C By(Cp,1/n) y Cn C By(C,1/n).

De donde obtenemos que Hy(C,C,) < 1/n para todo n € N, lo que nos

conduce al siguiente resultado:

lim C, = C.

n—oo
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Sea ahora C' un cerrado de X con un solo punto, C' = {z(}. Paracada n € N
tomamos ¢, = 1/n y en cada bola By({z¢},c,), puesto que X no tiene puntos
aislados, un punto z,, € By({zo},€n).

Para cada n € N formamos el cerrado C,, = {zo,z,} de X. Se tiene entonces

que paratodo n € N

{z0} C Ba(Cy,en) y C, C By({wo},en).

De donde se sigue que H,({zo},C,) < &, para todo n € N. Obtenemos asi el

siguiente resultado:

lim C,, = xg.
n—o00
Queda asi demostrado que 275 — X es denso en 2% como queriamos.
En el otro sentido, supongamos que 23 — X es denso en 23, se sigue entonces
que la copia canénica de X no contiene ningun abierto de 23 y por tanto, 2% no
tiene puntos aislados; entonces usando la proposicién anterior 4.4.19, obtenemos

que X no tiene puntos aislados. O

Teorema 4.4.22. Sean (X,d), (Y,d') espacios métricos compactos, entonces X, Y

son homeomorfos sty solosi (23—X,|u,) y (25—Y, |u) son uniformemente homeomorfos.

DEMOSTRACION. e —) Sea f : X — Y un homeomorfismo y

2/ . 23 — 2} el correspondiente homeomorfismo entre sus hiperespa-

cios, generado a partir de f, definido por 2/(C) = f(C) = f(C) para todo
C e 2%.

Debido a que la imagen del espacio X, mediante el homeomorfismo 2/,
es el espacio Y y que ademds 27 y 2}, son espacios métricos y compactos,

odemos concluir que el homeomorfismo 2/ restringidoa 2% — X es, como
H
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ueriamos, un homeomorfismo uniforme entre 2% — X vy 2¥ — Y.
’ H H

e <) En el otro sentido, supongamos ahora que existe un homeomorfismo
uniforme h: 2% — X — 25, —Y y denotemos por A(X) y A(Y) al conjun-
to de los puntos aislados de X e Y respectivamente. Sean Pp(A(X))
y Pr(A(Y)) el conjunto de las partes finitas de A(X) y A(Y) respec-
tivamente, y Ppi1(A(X)) v Ppii(A(Y)) el conjunto de las partes finitas
de A(X) y A(Y) con mads de un punto. De la proposiciéon 4.4.19, se si-
gue que el homeomorfismo h induce una biyeccién entre Ppiq(A(X)) ¥y
Pri1(A(Y)). Enelcasode Card(A(X)) sea finito obviamente se tiene que
que Card(A(X)) = Card (A(Y)). Por otra partesi Card(A(X)), es infinito,
puesto que Prii(A(X)) C (Pr(A(X))) v Card (A(X)) = Card (Pr(A(X))),

se tiene entonces que
Card (A(X)) > Card (Pr41(A(X))) y Card (A(Y)) > Card (Pri1(A(Y))).

Dado z( € A(X), formamos la familia

{C = {20, 7} } ) anyy © Proi(AX)).

Puesto que Card ({Cz} = Card (A(X)) se tiene entonces

{xG(A(X)—xo)})
Card (A(X)) < Card (Pri1(A(X))) vy Card(A(Y)) < Card (Pri1(A(Y))).

Concluimos asi que
Card (A(X)) = Card (A(Y)).

Estudiamos los siguientes casos.
- a) Sisuponemos que X tiene todos sus puntos aislados, entonces por
ser X compacto, se sigue que X serd delaforma X = {x;,2q,...,2,}
24 bié 2 j finito d islad
y por tanto, 23 tambien sera un conjunto finito de puntos aislados.

Puesto que 23 — X y 2}, — Y son uniformemente homeomorfos, se
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sigue entonces que 2} — Y también serd un conjunto finito de puntos
aislados. Asi pues, Y ha de ser también un conjunto finito de puntos
aislados y como Card (A(X)) = Card (A(Y')), obtenemos de este modo
que Y = {y1,%2,...,yn}, llegando asia que X es homeomorfoa Y.
b) Si Card(A(X)) = Card(A(Y)) = 0, esdecir, X e Y no tienen
puntos aislados se sigue de la proposicion 4.4.21, que 25 — X y 25, -V
son densos en 2% yen 2}, respectivamente.
Puesto que 2% — X es un espacio métricoy 2}; es un espacio métrico
completo, ya que 2}; es métrico compacto, se tiene entonces que la apli-
cacion

h:2% — X — 20, —Y C2¥,
definida de un subconjunto denso 23 — X de 2% en el espacio 2},
que es uniformemente continua, tiene una extension h 28— 2
uniformemente continua.
De igual forma, puesto que 2} — Y es un espacio métricoy 2% esun

espacio métrico completo, entonces
Rti2Y Y — 28 — X C 2%,

definida de un subconjunto denso 2}, — Y de 2}, en el espacio 27,
que es uniformemente continua, tiene una extensién -1 : 2, — 2%
uniformemente continua. Obtenemos asi que el homeomorfismo unifor-
me h:25— X — 2%, -V seextiendea & : 25 — 2% que es un
homeomorfismo uniforme y por tanto, X es homeomorfoa Y.

¢) Supongamos ahora que Card (A(X)) = Card(A(Y)) es finito y el es-
pacio X es un métrico compacto no finito. Sean A(X) = {z1,...,z,}
y AY) ={w,...,yn}, denotemos por X', Y’ al conjunto de los pun-
tos no aislados de X e Y respectivamente, es decir, X = A(X)U X’

y Y = A(Y)UY'. Observar que 2% vy 2) son métricos completos
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y como X’ e Y’ no tienen puntos aislados, se sigue de la proposiciéon
4.4.21, que 2% — X' y 2}/ — Y’ sondensos en 2% yen 2} respec-
tivamente. Ademds como 2% — X' C 28 — X y 2§ -V’ C 2} Y,
entonces la aplicacion /ﬁ|2§/7 w28 = X' —2Y — Y’ es un homeomor-
fismo uniforme y por el caso b) obtenemos que I tiene una extensién
h: 2% — 2Y que es un homeomorfismo uniforme.

Dada la aplicacién biyectiva ¢ : A(X) — A(Y) definimos un homeo-

morfismo H : 23 — 2¥, de la siguiente manera

hC) si Ce2X
H(C) = (C) H

o(x;)  siz; € AX).

- d) Si X esun compacto no finito con una cantidad infinita de pun-
tos aislados, se tiene puesto que X es métrico compacto y por tanto
separable, que Card(A(X)) = Card(A(Y)) = ,.

Asi pues, para cada punto z;, € X—A(X) y paracadabola B,({zo},1/n)
elegimos un punto z,, € X, con z, # 9 y x, # T, Si n # m, tal que
z, € By({zo},1/n). Consideremos ahora los puntos C,, = {z,z,} de
2% — Xy formemos la sucesion C' = {C,},en que es una sucesion de
Cauchy en 23 — X que converge al punto .

Si calculamos la imagen de la sucesiéon {C,},eny mediante el homeo-
morfismo h, obtenemos que {h(C,)}nen €s una sucesion de Cauchy en
2}, — Y que converge en 2};,. Supongamos que lim,_. h({xo,z,}) = D
donde D € 2}, —Y, entonces existe F € 235 — X talque h™'(D) = F
y limy, oo A (R({z0,2,})) = F # x5. Obtenemos de este modo que
{h(C})}nen converge a un punto de y, € Y.

Observar que y, € Y es independiente de la sucesién que se tome, es
decir, si z, es una sucesiéon en X que tiende a z,, con =z, # xy y

T, # Ty Si n # m, y formamos la sucesién de Cauchy C) = {0}
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que converge a z,, entonces por ser h un homeomorfismo uniforme,
se sigue que para todo ¢ = 1/n existe un 0 > 0 de tal forma que si
Hy({xn, z0}, {2}, x0}) < 6 entonces Hy(h({zn,zo}), h({x),,x0})) < 1/n,

de donde se deduce

T h({ao,2a}) = lim h({ao, ),

Ademas en este caso, puesto que lim, .., h({zo,z,}) = yo, se tiene que
para todo ¢ = 1/n existe ny € N tal que yo C Ba(h({zo,2,}), €)
y h({zo,xn}) C Bal(yo, €) para todo n > ngy; por tanto, para todo
n > ny y para cada y, € h({zo,z,}), setiene d'(y,,vo) < 1/n. Es decir,
podemos construir una sucesién no constante en Y que tenga por limite
yo. Asipues, 3y es un punto no aislado de Y.

Denotamos por X’ e Y’ el conjunto de los puntos no aislados de X e

Y respectivamente y definimos la aplicacién
h:2f—-X)uXxX — (2 -Y)uY’

por
h(C) si Ce2¥—X

lim, oo h({xo,xn}) si 29 € X’

Sea zp € A(X)—A(X) C X'y {xn}neny C A(X) tal que lim,, . x, = .
Dadas las sucesiones {zo, Ty} nen ¥ {Zon—1, Ton}nen de 23 — X que

convergen al punto z, sabemos

nh—>nc}o h({xQn—la x2n}) = 7111—>11;>lo h({xm In}) = Yo,
donde y, es un punto no aislado de Y.
Puesto que {Z2, 1,2,} esun punto aislado de 2% — X paratodo n € N

entonces h({xa,_1,T2,}) esun punto aislado de 2},—Y paratodo n € N



4.4. CASO DE ESPACIOS METRICOS COMPACTOS LOCALMENTE CONEXOS 147

y de 4.4.19, sesigue que h({zo,_1,22,}) = {y},...,yp} donde y! esun
punto aislado de Y. Podemos entonces formar una sucesién de puntos
aislados a partir de los h({z2,-1,%2,}), que converjaa .

Obtenemos asi que si z; € A(X) — A(X) C X' entonces lAz(xo) €
T /x N\ - / . ., N

AY) — A(Y) C Y’ y por tanto, la aplicacién h|(7A(X)—A(X)) es un

homeomorfismo entre A(X) — A(X) vy AY) — A(Y). Como A(X)

y A(Y) son métricos compactos infinitos y A(X) es denso A(X) y

A(Y) es denso A(Y), como enunciamos en la proposiciéon 4.4.20 A.

Pelczynski en [Pelc.1] demuestra que se puede extender la aplicaciéon

mm—fl(){) a un homeomorfismo i de A(X) en A(Y).
Definimos ahora la aplicacién F : 23 — 2, por

n(C) si Ce (28— X)U(X - AX))

F(C) =

h(l’o) si Xo € (X)

que es un homeomorfismo uniforme.
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